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Vorwort:

Beim vorliegenden Manuskript handelt es sich um eine speziell fdr den
Lehrgang R1.06 der Carl-Cranz-Gesellschaft e.V. geschriebene Arbeit,
in der effiziente und zuverléassige numerische Mcthoden zur L&sung von
Aufgaben der Optimalen Steuerung mit Beschrdnkungen beschrieben und

an Problemen der Praxis dargestellt werden.

Un weiteren Fortschritten Rechnung zu tragen, die seit der ersten Fas-
sung des Manuskriptes - teilweise auch schon vorher - erzielt wurden,
wurde den urspringlich sechs Abschnitten ein erginzender siebter an-

gefigt.

In diesem 7. Abschnitt wird gezeigt, wie sich mit den vorher beschrie-
benen Methoden auch das fir die Praxis wichtige minimax-~ oder Chebychef -
Steuerungsproblem 16sen 14d8t. AuBerdem werden neue Resultate zu den in
Abschnitt 6 dargestellten Problemen des Wiedereintritts einer Space-

Shuttle und eines Apollo-Orbiters angegeben.

Anmerkung:

Fir die Unterstiitzung bei den numerischen Berechnungen bin ich meinen
Mitarbeitern Herrn DPipl.-Math. E. Koller, sowie den Herren Dipl.-Math.
P. Kramer-Eis und Dipl.-Math, J. Schlé&der zu Dank verpflichtet.
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1. Einlaitung
Dia Grundaufgabe der optimalen Steuerung, eilne stlckwelse stetige Steuerung utCO.T]*I(K und
eine zugehldrige Trajektorle x: [0, T)-+R" zu finden, so dad

(1 Jerxirn = atan ‘
(20 x(0) = %, x(t) = £(x(t),u(t))

(3 r(T,x(T)} = o ’

() ulevch

wird in vielen, praktisch relevanten Problemstellungen ergdnzt durch eine oder mehrera Zusatz

forderungen das Typs

B

(5) gix{t)) < ¢ oder gix(t),u(t)) <€

Mit solchen tuatundsbeschr&nkungen lassen sich z.B. H&chstbelastungen, Mindeatanforderungen,

Vorreichenbedingungen, Sicherheitstoleranzen berlicksichtigen, aber auch gewlinschte Eigenschat

ten der optimalen L8sung, die im zielfunktional (1) nicht berlUcksichtigt sind.

Im allgemeinen ist auch nach der Empfindlichkeit der L&Ssung gegenlber der Schirfe der Bedin-
gung (5} gefragt, d.h. nach der Abhlingigkeit der L8sung des Problems von Enderungen des Para-

meters &,
Man beachte, dad elne L8sung u(t), x(t) des unbeschrinkten ("freien”} Problems {1.,2,3,4) stet

auch die Bedingung (5) erfillt mit

(8) £- 57 u max g(;(c)[,sm])
te[o,T]

Bemerkung: Wir werden im folgenden zur Vereinfachung meistens annehmen, das £ = o in (5}. Da
{S) Xquivalent ist zum Problem g(x{t)) - £ < o, stellt dies keinerlel Einschrinkung dar.

Lur Beshandlung zustandsbeschrinkter Probleme gibt cs mehrere Ansitze. Nach Berkovits (1] lise
sich (S) durch Efnflhrung von Schlupfvariablen eliminieren, allerdings treten dann zusitzli-

che Differentlalgleichungen und neue, singulire Steuerungen auf.

Auch die BerUcksichtigung der integralen Form von (5)

T
{7 o =~ f maxPlo,g(x(t)) dt
o

ist atiglich, wenn die mdgliche Unbeschrinktheit der (p+!)ten Ableitung des Integranden sel de
Integration von (7) durch Verfahren hoher Ordnung bericksichtigt wird. Ein zu grofies p verrin
gert andererselts dle Genauigkeit. Koppelt man wie Kelley [15] (7) als Strafterm an das Ziel-
funktional an, zelgen die adjunglerten Varlablen {m Grenzfall & -+ o0 hiufig impulsartiges Ver-

halten, das thre numerische Berechnung erschwerc.

Im folgenden werZen Methoden der numerlischen Derechnung tustandsbeschrénkter optimaler

- y ,
Steuerungen mit der Mehrztelmethode (1 6 ;,! 7 .14 1) dargestelle.

.

1 .
}' Hter {n dec Mayerschen Form. Man Leachte, daf auch nichtautonome Probleme und integrale

zielfunitionalce auf Jdiese Form gebracht werden k8nnen.



Diese Methoden wurden ausgchend von Arbeiten und Ideen von Bulirsch in einer Reihe von
Arbeiten 1u cinem schr pridzisen und zuverlissigen Instrumcntarium entwickelt und an xon-

kreten Anwendungsproblemen susgetestet.

Das Prinzip dieses Ansatzes bestcht darin, dic optinale Stcuerunn durch notwendige Opei-
malitditsbedingungen zu charakterisieren und cln zuv dicsen lquivalences bBchrpunktrandwere-
nroblem mit Schalt- und Sprungbedingungen aufzustellen, weliches dann mit elinem ccciconecen

Mehrzielverfahren geldst wird.

Die nStigen Startwerte flr diese numerisch sehr anspruchsvollen Randwertorobleme erhilt man
f.a. durch eine Homotoplie im Parameter £ . Diles hat auch den Vortell, dad die Frage nach der

Sensitivitdt der LBsung gleich mitbeantwortet wird.

2. Charakterislerung der optimalen Stcuerung durch notwendige Bed inquagen

Wir nehmen zunichst an, dad cine optlmale LBsung u(t), x(t) des Problems (1) - (S} existiert,
und dad sle entweder genau einen Randbogen (Fig. 1) besltzet, oder genau einen BerUhrpunkt

{(rig. 2)

b
———— ¢u(y}
A ) ———- gtxedy)
. L
Ty % ¢ & N
. 5 ' o +— sz A
Id “\ T ° ’a’ ~a T
Y - by
/ . .~
e -~ ~
-~ ~
gixset) :‘(T) o - T
3 ) qoxcon 3(xLTH)
| 4% )
12 . b
Fig. 1\ Ein Randbogen [¢ .t”) Fig. 2 Ein BerUhrpunkt t
9 9

Wir werden uns im folgenden ausschlieBlich auf dic Analyse dleser helden Fdlle beschrinken.

Das Prinzip der Optimalitst von Teilbbgen gestattet uns, damit auch komplexere L8sungssctruk-

turen, dle aus Tellabschnitten dileses Typs zusammengestellt sind, zu beschreiben.

Aus diesem Prinzlp folgt auch sofort, dad die LOsung auf den frelen Bgen [o,t‘[, ]tz,Tj bzw.
[o,tb{,ltb,T] den gletchen Bedingungen wie im unbeschrdnkten Fall geniigt.

Es gilt deshalb dort das Maximumorinzip

(8) H{x (), At), ult)) = max Hi{x(t) x{t),v)
val)
mit der ami ltonfunketion H und den adjungierten Vartablen A )l
(9) Hix.2.,ul= Xollx,u}l ; W' = - HK(K.J,U) = - A'Mdx,u)
welches uns 1.a. elne Datstellung der optimalen Stcuccung als
fret ‘
- u (x (L), A(t)):= arqg max H{x{t),A{t),v)

(10} uft)
va

auf den fecioen Wgen Jtefert.
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Fragen: Was lipgt slch aber die cptimale Steuerunu auf dem Randlhogen [t‘, sz aussagen?

welche AnschluBbedingungen gelten an den Mahtstellen?

Wie iassen sich Aufsprunapunkt t’, Absprungpunkt tz, perithrpunkt Lh hestimmen?

Wir untersuchen zunichst den Fall des Randbogens, dann den (selteneren) Fall des Berlhrpunktes.

2.1 Notwendige Bedinqungen flir Fandbdgen

Auf dem Randbogen gilt zundchst
(11) gix(t))= O bzw. gix{t),u(t)) = O fir alle t € [t1,t2J

Enthilt g eine Steucrung explizit {11b) und ist g {x{t),u(t)) £ 0 auf [t‘,tzj, dann kdnnen
wir {11b) nach u aufldsen )l und erhalten damit die optimale Steuerung auf dem Randbogen in
der feedback-Darstellung

rand

{12) uf{t) = u (x(t))

im Palle (¥1a) mlssen mit g{x(t)) auch dessen simtliche totalen Ableltungen nach der Zeit
verschwinden. Wir differenzieren g(x(t)) solange, bis dle g-te Ableitung erstmals eine
Steuerung u explizit enthdlt und erhalten:

0 ¢ WM ixerz 0 (t=o,...,g-1)

fir alle ts[t‘,tzl
(14 'V x(ty,ultn =0

d

£ g4 e = gl ey £ oxe) ute))

wobel g© (x(t1)i= gixit)) : gt ey [uw] )=

per Index q heiBt Ordnung der Zustandsbeschrinkung, im Falle (11b) ist g = o. In [2] wird ge-

zeigt, dap (bei linearen Steuerunysproblemen} die Steuerbarkeit des Systems eine hinreichende
Bedingung f(r die Existenz eines solchen g < n ist.

Gilt nun qu(q)(x(t),u(t)) + o auf [t1,t2] fir die optimale LBsung, so k8nnen wir Gleichung

(14) wie oben nach u aufldsen und erhalten wie in (12) einen aAusdruck

(15)  uit) = uF4 (x(e))

pamit haben wir das folaende Resultat

Lemma 1: Fir eine Zustandsbeschrinkung der Ordnung q sind dquivalent:
= 1 .2

{186) g(x(t)) = o auf [t ,t 1

e, g e = M) = g T My =0

e g o ,u s o bzw. a(t) = w2 (x(e)) auf [t',t%]

Die Bedingungen (17a) stellen bereits einen Teil der gesuchten Anschlufbedingungen dar,
(17b) liefert uns die optimale Steuerung.

Die bei elner Variation der Steuerungen zusitzlich auftretenden inneren Punktbedingungen

{(17a) (fir g > 1) lassen fiilr das Maximumprinzip zusdtzliche Transversalitatsbedingungen 1in

Form von Sprilngen der adjunglerten variablen vrwarten, die Steuerungsbeschrinkung (17b} da-

gegen eine Modifikation der Hamiltonfunktion und damit der adjunglerten Gleichungen.

Genauer 14pt sich der folgende Satz zelgen:

Satz 1. Bildet man mit adjunglerten Variablen 3:[0,T]¢Tkn,‘ﬂ:Lo,T]4 R die erwelterte Hamilton-
funkttion

)1 gegebenenfalls mit einem Newtonver fahren



q}

{18) H(x.?,f,u) = A'fix,u) - ey (X, u)

und mit den adjungierten Varlablen «¢ R, VO,...,vq_1 Jas erwelterte Zielfunktional
q-1

(19 Yo G+ armmoams + 2 3t e
1=0

L
dann lauten die notwendigen Bedingungen: es exlstleren Ruﬂ,“,v , so daB

(20} H(x(t),ﬁ(t)vu(t),u(t)) = max Hix(t),A(£) ml{t),v}
vel *Maximumprinzip"

(21) N

-H = - )'fx(x,u) +}tq(3)(x.u)

M) = =G (Tx(T)) = & T X{T))

{22)
BT = §oemx(m) ¢ &l (T ()
) ) auf freien Bigen ; yi >0 (t=o0,...,q-1)
{23) ple) =
> o auf Randbigen

Zusdtzlich zu den standardtransversalititsbedingungen {22) gelten
a e 4=0

-1
20 Aae'e) - Ae'a) - ¥ vigW 'y far q 21 A t2e) = Ace?n)
1m0

(Y3

25)  m(t'e) = mee'o) ; nie?s) = ne?-)  (sogar H(t) stetig aut Lo, TI),

d.h. die adjunglerten Variablen "springen” im Aufsprungpunkt t1(q > 1) und sind stetig im
Absprungpunkt tz, die Hamiltonfunktlon ist in beilden Punkten stetig. Il

Die notwendigen Bedingungen nach Bryson, penham und Dreyfus [3], die dieser Satz enthilt,
haben sich filr dle Formulierung numerischer Algorithmen bisher als die glinstigsten erwiesen.
Neuere Bedingungen, etwa die von Jacobson, Lele und Speyer [14 ] habun bisher noch nicht zu
brauchbaren Algorithmen gefilhrt.

Ausgehend von den Ergebnissen in [14] 1468t sich aber ein expliziter Zusammenhang zwischen
beiden Bedingungen zeigen, der elne wichtige Verschiirfung von Satz 1 liefert:

Satz 2:[2] Der Multiplikator a(t) list g-mal stetig differenzlerbar, und mit der Bezelchnung
ﬁi(t)a‘ (- é%)j'}k(t) , Ll=0,...,q gilt:

(26)  py(t) 20 auf (', ¢2] (1=0,....q )

0 {t=0,...,q-2)

@ gt = I ey

Q

RS

1 [«
paftt 2 paftd

und Gleichhelt gilt fir g =1 ! w

{28)

pie Bedingungen {(27,28) sind bel den Algorithmen in Abschnitt 21 automatisch erfiillt, widhrend
die Vorzeichenbedingungen (26) bet der Durchfilhrung von Homotopien (Abschnitt 4) wichtige In-

formationen dUber dle Zahl der zu erwartenden Randbbdgen liefern.

Interpretation der notwendigen Bedingungen: Auf allen Teilbdgen gelten zunichst die kanoni-
schen Differentialgleichungen

(23%) x = £(x,u)

(q)(xlu)
x

i.= - )-fx(x,u) 4/g q
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in denen zundchst u(t) und p(t) noch unbestimmt sind. Auf frefien Bogen werden uns u(t) und
H(t) durch die notwendigen Bedingungen (10) und (23) geliefert:

(o) ute) = uFF e, A ey ey = 0

In (29) elngesetzt, erhalten wir damit ein geschlossenes Dlfferentlalglclchungssystem von 2n
vVariablen.
Auf Randbbgen liefern uns (12,15) die optimale Steuerunyg

rand
u

(31) ult) = {x(t}))

und das Maximumprinzip (20) einen Ausdruck fur am(t). Ist nimlich utand(x(t)) 6 int{u) - t.a.
der Fall - gilt Hus o und damit

G e = A Eyxeu) /g 3 o
Mit beiden Ausdriicken lassen sich u, M aus (29) eliminieren.

wihrend (formal) die Parameter v°,...,vq—1 die in den inneren Punktbedingungen
1
33 Vel =0 (mo,....qo)

verlorenen Freiheitsgrade wiederbringen, legen die Stetigkeitsbedingungen (25) den Auf- und

Absprungpunkt fest. Dazu werden sle zunichst etwas vereinfacht. Es gilt mit (24,30,31,33),

wenn man beachtet, daB stets /Ag(q)z o:

) o =Ht's) - nity = :\(t‘-)ux(tﬂ.uf"“(x(t‘).mt‘-))
q-1
-{ ael-y + SVt g(i)(x(t1))}f(x(t1). oF2 ety
i=0
ottt uff ey, At
ot Exeety, wP ety

und damit die Aufsprungbedingung

frei

(35) o = nixtth, Acel=y, wfFehely)

Cuey, Ao, w2 ety

d.h.: rechnet man belde Ausdricke in (35) bel der vorwirtsintegration von (29) mit, €0 stisdt

frei

Hrand von unten gegen H , Analog ldBt sich die Stetigkeit von H in t2 interpretieren.

Wweitere Vereinfachungen erfordern eine Fallunterscheldung:

Fall 1: u trete nichtlinear in H auf und H sei requldr, &.h. flr jedes feste x,A habe (20)
eine eilndeutige Losung u. Dann 1st die optimale Steuerung stetig, und es gilt {Maurer, Gilles-
sen [ 1€], Mc Intyre, patewonski [ 19]):

1 d
(36) ufreilt oy = gfen? (t’) und damit g(q)(x(t1), ufreitt1-)) =0
urand‘t2) - ufrei(tz)

(37) und damit g(q)(x(tz), ufrei(tZ)) =0

Fall 2: u trete linear ip W auf, d.h. B = he (xR} + h(x,A).u. Dann tst i.a. o3 o ogne(uy,
offele 3y und deshalb u unstetig in ¢! und t2. pamit folgt aus (35) ([2], [16])

(30) lau(x(t1).>\lt1-)) <0
(39} hu(x(tz), Aedyy = o0

pie Bedingungun (36,37.38.39) sind den Auf- bzw. Absprungbedingungen (25,35) theoretisch



dquivalent. Als Absprungbedinguny kann auch
{40) }dtz) s 0

aus (27) anstelle der dquivalenten Bedingungen (37,39) gewidhlt werden.

2.2 Notwendige Bedingungen filr Berihrpunkte

frei

Der Fall, dad eine wirksame Zustandsbeschrdnkung (5), d.h. flr LS éfrei mit ¢ aus (6),

nicht zu einem Randbogen, sondern nur zu einem Berthrpunkt fihrt, tritt bei Beschridnkungen

der Ordnung g ¢ 1 i.a. nicht auf.

Echte Berlihrpunkte ergeben sich erst fir Ordnungen q > 2, wo ihr Auftreten mit dem anschau-
lichen Argument motiviert werden kann, dan die Erfilllung der Tangentlalbedingungen (17)
"un8konomisch” wird:

In einem BerUhrpunkt tb (Fig. 2) hat die Funktion g(x(t)) eln Maximum. Ist q > 2, 80O sind da-
mit auch g(x{t)) und g(‘)(x(t)) als Funktion der Zeit stetiqg, und es gelten die notwendigen

Bedingungen
w1y gx(tP =0 gV P =0
Hoherc Ableltungen milssen aber nicht notwendig verschwinden.

Genauer hat Maurer gezeigt [16], das fir q = 3,5,7,... ausschlieBlich Ber(hrpunkte méglich
sind, wihrend fUr q = 2,4,6,... fur £% ¢frel (¢ pahe £f7%!) Berthrpunkte auftreten, die
erst fir kleiner werdendes £, bel einer verschirfung der Zustandsbeschrinkung, in Randblgen
Ubergehen.

pas Maximumprinzip beil Berlhrpunkten ist wenig verschieden vom unbeschréinkten Fall. Nur die
Bedingung (41a) fthrt zu einem sprung der adjungierten variablen ((41b) wird durch benachbar-
te Trajektorien mit (41a) zwangsldufig erfillet).

Es gilt der Satz (Mauxer, Gillessen [16])

Satz 3: Mit der Hamiltonfunktion

(42}  H{x,%,u) = A fx,u)

lauten die notwendigen Bedingungen: es existleren ),“,Vo, so dag

(43) Hix (£) ,A(t),u(t)) = max H{x(€),Alt),V)
vel

(44) N =~ AE (U
(45)  Alr) = - (Tix(TH) - LB AT (D))
HiT) = o (T,x(T)) + &' T (T,x(T))
und zusdtzlich:
W6 AePe) - AP = Vo (P v 2 oikieb = wt) g

Der Unterschied zum unbeschrinkten Problem besteht also nur im Sprung der adjunglerten Varlablen
b

im Berithrpunkt, wubel t durch die Stetligkelt der Hamiltonfunktion (46b) festgelegt wird. Ins-

besondere ist (d6b} dquivalent zu (41b).

Der S$Sprungparameter v© entspricht (formal} dem verlorenen Freiheitsgrad durch (4ta}.



3. Formulierung eines Mehrpunktrandwertproblems mit Schalt- und $Sprungbedingungen

Die in Abschnitt 2 aufgestellten notwendigen Bedingungen tur eine optimale L&-

sung des zustandskeschrénkten Steuerungsproblems fihren auf ein Mehrpunktrand-

wertproblem mit Schalt- und Sprungbedingungen {(kurz MPRWP), welches mit der

Mehrzielmethode geldst werden Kkann.

3.1 Allgemeine Form

Eine zentrale Rolle in der Formulierung solcher Randwertprobleme spielen die

Schaltfunktionen

(47) Qi(tlz(t)) (j- = 1'--‘,L) ']

. . N . .
deren Nullstellen entlang einer Trajektorie z(t) (z:la,b] + K eine stickweise

cl-Funktion) Schaltpunkte genannt werden:

L
(48) Stz] := U {t!Qi(t,z(t“)) = o}

i=1

Gesucht ist nun eine Trajektorie z(t) mit den Schaltpunkten

k
(49) sfzl = 8, ac ele <. <M,

die auf [a,b]™ S[z] der Differentialgleichung genigt
{50) z(t) = F(t,z(t); sign(Q{t,z{(£)))) , tef(a,bl~ S[z]

Dabei wird l!ie rechte Seite F durch die Vorzeichen der Schaltfunktionen be-
stimmt. Sie darf dabei in den Schaltpunkten unstetig sein, muf3 aber auf den
dazwischenliegenden Teilintervallen - aus numerischen Griinden - hinreichend oft

differenzierbar sein.

Auch z(t) selbst darf in den Schaltpunkten (und nur dort!) unstetig sein:
(51) 200 = z(td-) 4 Gj(tj,z(t]—)) , tle srz]

Schlieflich sollen die Bedingungen in Rand- und inneren Punkten (die auch ver-
koppelt sein dirfen)

1
(52) R(z{a), =t —),...z(tk-), z{bl) = 0 ’ tjé S[z]

erfillt werden.
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Die Intervallgrenzen a,b sind dabei - ohne Einschrdnkung, siehe (55) - als

fest vorausge .etzt.,

Wir wollen im folgenden solche MPRWP fir zustandsbeschrédnkte Steuerungsproble-
me aufstellen, und unterscheiden dabei wieder die Fdlle Randbogen und Berdhr-
punkt. Bei komplexeren L&sungstrukturen sind entsprechend komplexere MPRWP an-

zusetzen.

3.2 MPRWP fir Randbdgen

Die kanonischen Differentialgleichungen (29) und die Rand- und Transversali-
tatsbedingungen (3), (22a) liefern uns zundchst 2n Differentialgleichungen £iir
die Variablen x,A

(53) X = £x,u)
. \q)
X Y fx(x,u) + U 9. (x,u)
und dazu 2n + k Randbedingungen
(54) x (o) - x, = O, £(T,x(T)) =0

ATy + ¢x('I‘,x('I‘)) + a'rx(T.x(T)) =0

Die Gberzadhligen k Randbedingungen sowie k Unbekannten 0 lassen sich i.a. elimi-
nieren (man l&se kX der Trv.-Bedingungen nach o auf). Andernfalls nehme man

die a mit trivialen Differentialgleichungen (& = O) zu (53} hinzu.

Probleme mit freier Endzeit T transformiert man auf die festen Intervallgrenzen

(0,11, indem man T als zus&tzliche Variable mit einer trivialen Differential-

gleichung und der Randbedingung (22Db)
(55) =0 , HT) - ¢ (T,x(T)) - &'r (T,x(T)) = O

einfihrt und zu einer normierten Zeit T = t/T iibergeht (Bulirsch [ 6]). Die

rechten Seiten von (53) milssen dann mit der Variablen T multipliziert werden!

Bei Problemen mit fester Endzeit ist Bedingung (22b) gegenstandslos.

Unstetige rechte Seite

Die rechte Sgite von (53) &dndert sich unstetig, wenn wir von einem freien Bo-

gen zu einem Randbogen i{ibergehen und umgekehrt. Es ist
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Punkt- und Sprungbedingungen

Im Aufsprungpunkt t1 sind die g Punktbedingungen

i 1
(57) g xiehyy =0 (L = 0s.nnrg-1)
zu erfillen, die den g unbekannten Variablen %""'\d—l entsprechen, die wir

1 _
zu den Differentialgleichungen hinzunehmen. AuBerdem miissen in t dile Springe

g-1
(58} Mele) = Aelo) ¢ 3 v g)((l)

1=0

(x (£1))

ausgefihrt werden.

Schaltfunktionen

Wegen (56-58) missen wir jetzt noch Schaltfunktionen definieren, deren Null-
stellen Auf- und Absprungpunkt, und deren Vorzeichen iber {56) die rechte Sei-
te festlegen (zusitzlich zu den Schaltfunktionen, die evtl. bereits auf freien

BSgen aufgrund des Maximumpr inzips wirksam sind) .

. . , 1 2
Als numerisch glinstigste Formulierung hat sich bisher erwiesen, t und t als

zusdtzliche Variable einzufihren, und die Zeitschalter

{59) Q=t-tl,Q=t—t2

. " 1 2
zur Bestimmung von Auf- und Absprungpunkt zu widhlen. Fir t , t° kommen noch

zwei Differentialgleichungen und zwei Punktbedingungen hinzu
(60) t =0, t° =0
! 1 2 2
H{t +) - H(Lt =) = 0, H(t +) - H{(t =) =0

bew. die &guivalenten Bedingungen (36-40).

Damit haben wir alsc insgesamt ein Mehrpunktrandwertproblem mit 2n i +IJ Dif-
ferentialgleichungen und 2n [+1} Randbedingungen, zu denen je Randbogen q+2

weitere Variable und g+2 Punktbedingungen sowie ein Sprung hinzukommen. Dem
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z(t) aus dem allgemeinen MPRWP (47-%¢) entspricht hier der Vektor
) 12

{(x{t), A(t) [,T‘, yo,...,;q*], t ,u).
Alternativ zun Zeitschalteransatz (59) kann man grundsitzlich auch die Stetig-

keitsbedingungen fdr die Hamiltontunktion - bzw. (36-40) - oder eine der An-

schluSbedingungen (57) als Schaltfunktionen wihlen.

Praktisch in Frage kommen dabel die Ansdtze flir den Aufsprungpunkt:

(61) Q, = wFrel iy ey - "))
falls g = O
Q, = g(x(t), GFFEL ey A o) J
Ql = g(x{t)) falls g = 1 und u linear
fir den Absprungpunkt:
(62) Q, = wFf e A @) - WP k()
falls u nichtlinear
9. = o' P (v, v, W)
Q, = u(t) falls q = 1

Andere Kombinationen sind entweder numerisch unbrauchbar, z.B. weil im LOsungs-
punkt die Zeitableitungen der Schalter verschwinden, oder bedeuten einen hohe-
ren Aufwand, weil weitere Schaltpunkte auch auf freien B&gen auftreten kénnen
und die Identifizierung durch zusatzliche Schaltfunktionen vorgenommen werden

mufl .

Wenn gute Schatzungen der Auf- und Absprungpunkte gegeben sind -~ wie z.B. bei
Homotopien (Abschnitt 5) ~ sollte man dem Zeitschalteransatz (59,60) den Vor-

zug uUber (61,62) yeben.

Er ist einfacher zu programmieren und besitzt einige glinstige numerische Ei-
genschaften, die i.a. schneller und vor allem zuverlédssiger zur Konvergenz
der Mehrzielmethode fiihren, besonders in Verbindung mit Homotopieverfahren

(siche auch (4.2), (5.3.2))

Ansiatze nach (61,62) sind sinnvoll, wenn keine guten Schidtzungen der Schalt-

punkte vorliegen.



3.3 MPRWP fir Berlhrpunkte

Die Formulierung eines Mehrpunktrandwertproblems fir Berihrpunkte ist relativ

einfach.

_ . b . .
Fir jeden Berihrpunkt t kommt zundchst eine weltere Variable V¥ und eine
o

Punktbedingung hinzu
: b
{63) vV, =0 i ogx(t))y =0
und ein Sprung in den adjungierten Variablen
b b
(64) Alt7+) = A(e7-) + Vg (x(t ))
o X 1

muB ausgefihrt werden.

Die kanonischen Differentialgleichungen bleiben ungedndert, denncch muB tb
durch eine Schaltfunktion festgelegt werden. Diese widhlt man am besten als

Zeitschalter

b
(65) Qb-t-t
indem man analog (59,60) eine zusdtzliche Variable tb mit der Stetigkeit der

Hamiltonfunktion als Punktbedingung wihit

.b (H

(66) P20 ; wtPy - 5P =0 bzw. M xt?) =0

Grundsatzlich kénnte man auch g(l)(x(t)) als Schaltfunktion wadhlen, aller-

dings hat diese im allgemeinen mehrere Nullstellen, so daB zur Identifizierung
eine weitere Schaltfunktion, etwa g(x(t)) - §, o<8<<1, mitgefiihrt werden mifite.
Die Wahl von g(x(t)) selbst als Schalter ist aus numerischen Grinden ausge-

schlossen, da dieser im Berihrpunkt eine doppelte Nullstelle hat.



4. Numerische Behandlung von Mehrpunktrandwertproblemen mit Schalt- und Sprung-
bedingungen

Bel den in Abschnitt 3 hergeleiteten MPRWP handelt es slch um numerisch sehr
anspruchsvolle Randwertprobleme, fir deren numerische Behandlung nur die Mehr-

zielmethode nach Bulirsch in Frage kommt.

Besonders geeignet ist hierfir die Routine OPTSOL (Bulirsch [6], Bulirsch,
Stoer, Deuflhard [7]), die eine direkte Behandlung von Schalt- und Sprungbe-
dingungen und in ihrer Erweiterung nach [4] die direkte Behandlung von Mehr-
punktbedingungen gestattet.

4.1 Die Mehrzielmethode fidr MPRWP

Da die Mehrzielmethode in anderen Arbeiten bereits ausfihrlich beschrieben wor-

den ist, sel sie hier nur kurz skizziert.

Ausgehend von einer geeignet gewidhlten Zerlegung des Integrationsintervalls

7 =3 < <,..< < =
(67) a T, T, Ty 1< Ty b

und Schatzungen s, der Lo&sung z(t) an den_Stiitzstellen Ti wird auf jedem Teil-

intervall [Ti'T ] ein Anfangswertproblem mit S, als Anfangswert gelbst.

i+l
Dabei werden wiahrend der Integration stets die Vorzeichen der Schaltfunktionen

geprift, und auftretende Schaltpunkte numerisch bestimmt (Schaltpunktsuche) .

Im Schaltpunkt werden Sprungbedingungen explizit ausgefiihrt, Punktbedingungen

werden ausgewertet und zwischengespeichert.

Die so erhaltene Trajektorie

e 8 }y ("diskrete Trajektorie™)

(68) z{t,S), S := (s o1

1’
genidgt damit den Differentialgleichungen, Schalt- und Sprungbedingungen, zu-
sdtzlich muB aber noch die Erfillung der Mehrpunktrandbedingungen (52) und
die Stetigkeit der Trajektorie in den Stidtzstellen gefordert werden. Dies

ergibt die typischen Mehrzielgleichungen

(69) H(S) = O <=>/R(sl,z(t1;s),...,z(tk;S), z(b;8)) =0

|

\Z(Ti““) -5, =0 (i = 2,...,M-1)

Dieses i.a. hochgradig nichtlineare Gleichungssystem wird mit einem modifizierten
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Newtonverfahren nach Deutlhard (Lﬁ:, ij) gelOst.

Die hierzu bendtigten Funktionalmatrizen missen durch numerische Differentiation
und Broydenapproximationen berechnet werden, wobei die spezlelle Struktur der
Ableitungen (z(t;S5) hdngt nur vom si der vorhergehenden Stiitzstelle ab) rechen-

zelt- und Speicherplatzsparend berlcksichtigt wird {vergl. [4J, LBJ).

Eine Behandlung innerer Punktbedingungen 1ist auch mit einer Zweipunktrandwert-
version von OPTSOL mdglich. Nach Bulirsch {dtransformiert man dazu eine Punkt-

bedingung
(70) P(t,z(£)) = 0O (t Schaltpunkt)

durch Einfilhrung einer zusitzlichen Variablen w(t) mit den Differentialglei-

chungen und Anfangswerten

{(71) wit) = i&?(t,z(t))/at + OP({t,z{t)) /32 -F(t,z(t}, sign(Q(t,z(t)))}, t_<__,t\
O

, t>t

w(a) - Pla,z{a)) = O
auf eine &quivalente Randbedingung, ndmlich
(72) w(b) = O

Gegeniiber der direkten Behandlung nach 54] hat dieses Vorgehen aber den Nach-
teil, daB der Rechenaufwand durch eine zusdtzliche Differentialgleichung je
Punktbedingung erhdht wird., Nicht unterschdtzen darf man auflerdem den zusdtz-

lichen Programmieraufwand mit der MOglichkeit zu Programmierfehlern.

4.2 Schaltfunktionen und Konvergenzbereich

Trotz des im allgemeinen ausgezeichneten Konvergenzverhaltens der Mehrzielme-
thode und des zur Ldosung der Mehrzielgleichungen verwendeten Newtonverfahrens
kann es zu Konvergenzschwierigkeiten kommen, wenn die Startdaten nicht in ei-

nem Differenzierbarkeitsgebiet des durch (69) definierten Mehrzieloperators H

liegyen, welches die Ldsung einschlieft.

In diesem Fall ist eine wesentliche Voraussetzung zur Konvergenz des Newton-

verfahrens nicht gegebhen!

Untersuchungen der Differenzierbarkeitseigenschaften von H bei MPRWP zeigen

([3]), daB diese Voraussetzungen i.a. nur erfiillt sind, wenn gilt
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(73) Die Starttrajektorie hat - auf allen Teilintervallen iTi'Ti+1]

der Mehrzielmethode - dle gleiche Schaltstruktur wie die LOsung.

Nur dann kann also die gewohnte, problemlose Konvergenz erwartet werden.

Die Gr&Be dieses Differenzierbarkeitsgebietes, und damit die er fordexrliche
Genauigkeit der Startdaten, hidngt wesentlich von der Wahl der Schaltfunktionen
ab.

3

Werden die Schaltpunkte tj als Nullstellen von Schaltern @ bestimmt, die von

Zustands- und adjungierten Variablen abhingen, wie z.B.

frel d
(74) e,z = oI Ay - WP
so sind sie oft auBerordentlich empfindlich gegeniiber Stdrungen, insbesondere
der adjungierten Variablen (siehe z.B. [2], Pesch LZI]). Schon geringe Fehler
in den Startdaten konnen dann die Schaltstruktur zerstdren, d.h. das Differenzier—

barkeitsgebiet um die LOsung ist klein.

Hat man dagegen gute Schitzungen der Lage der Schaltpunkte tj, so empfiehlt es

sich, einen reinen Zeitschalteransatz zu machen (52, Kap. 2.3]). Hierzu fihrt

man sdmtliche tj - auch solche auf freien Bégen - als Variablen mit (74) als

zugehbriger Punktbedingung ein
(15 =0 , g,z =0

und bestimmt dber Zeitschalter

(76) e, 20 =t -t

die Schaltpunkte, die jetzt nicht mehr explizit von x und A abhéngen.

Bedingung (73) kann also nur noch bei einer falschen Schidtzung der Schaltpunk-
te verletzt werden! Das Differenzierbarkeitsgebiet des erweiterten MPRWP um

die Losung ist damit "gr&Ber", die Anspriche an die Startdaten sind geringer.

Der Xonvergenzbereich der Mehrzielmethude wird durch den Zeitschalteransatz

i.a. wesentlich vergréfert, der Ansatz ist also zuverldssiger.

Trotz der h&heren Dimension des zugehdrigen MPRWP erhdlt man i.a. auch kirzere
Rechenzeiten, da die zusidtzliche nichtlineare Verkopplung der Differential-
gleichungen {50) lber die Schaltbedingungen (74) entfdllt. Die dadurch bewirk-
te Glattung der Differentialgleichungen und des Mehrzieloperators verbessert

das Konvergenzverhalten. Hinzu kommt, daB fir Zeitschalter eine Schaltpunkt-



suche vermieden werden kann.

Speziell bei Homotoplen {Abschnitt 5), bel denen stets sehr gute Schitzungen
der Schaltpunkte vorliegen, empfehlen wir deshalb, mit dem Zeitschalteran-

satz (75,76) zu arbeiten (vergl. auch (5.3)).

Bemerkung: Numerisch ist es manchmal ginstiger, die Differenz der Schaltpunkte
als Variablen einzufdhren, und dabei ggf. die frele Endzeit mit einzubeziehen
(vergl. (87,88)). Mit solchen Ansidtzen wurden in {27 Steuerungen mit bis zu

7 RandbSgen und 20 Schaltpunkten berechnet!



5. Homotopieverfahren

Un die zur Aufstelluny des MPRWP hendtigten Informationen lber die Struktur

der zustandsbeschrdnkten optimalen Lésung, also iber die Reilhenfolge und Lage
von Randbdgen und Beridhrpunkten zu erhalten, und um gleichzeltig hinreichend
genaue Startdaten fdr die Konvergenz der Mehrzielmethode zu gewinnen, bietet

sich in idealer Welse die Durchfdhrung elner Homotopie an.

Homotopleverfahren (auch Fortsetzungsverfahren genannt) sind besonders in den
letzten Jahren Gegenstand einer Reihe von Arbeilten gewesen. Im folgenden soll
auf einige Aspekte eingegangen werden, die fir zustandsbeschrdnkte Steuerungs-

probleme wesentlich sind,

5.1 Das Fortsetzungsprinzip

Die Grundidee des Homotopieverfahrens besteht darin, zundchst ein vereinfach-
tes Problem anstelle des urspringlichen zu 1dsen und dessen Ldsung dann suk-

zessive in die des Originalproblems zu deformieren.

In unserem Fall heiBt das konkret, daB wir zundchst einmal versuchen, das

einfachere, unbeschrénkte Steuerungsproblem {1~4} zu l&ésen. Gelingt dies, so

genigt dessen LOsung aber auch der Zustandsbeschrinkung

(77 g(x(t)) < ¢
) frei frei
mit € = € rel . max g(x rel(t))
tefo,T]
frei wo as x
Ist € rels 0, so ldsen wir hierven ausgehend eine Folge sténdig verschirfter

zustandsbeschrdnkter Probleme flr

frei -
(78} e ¥t ¢ >e>..>e =¢€ |,
Q 1 Y

indem wir die Ldsungsdaten S(Ei) der zugehdrigen Mehrzielgleichungen

(79) H(S,e ) =0 ,

die jetzt auch vom Wert des Homotopieparameters € abhingen, als Startdaten

des Problems mit Ei+ wdhlen. (E entspreche dem Originalproblem)

1
Hangen die Ldsungsdaten - hier die diskrete Trajektorie $ der Mehrzielmethode

- stetig ven € ab, so lassen sich durch Verkleinern der Schrittweiten

€i+l_ Ei prinzipiell bheliebig genaue Startdaten erreichen.



Eéi EE -1 T 1 t—t -
Fig. 3: Das Fortsetzungsprinzip

Eine Rechtfertigung fir die Anwendung des Homotopieverfahrens liefert der

folgende Satz (nach [3]:

Satz 4:

(80)

(81)

(82)

freiJ - RN(M-—I)

Sei S:[€,€ ein stetiges Lifting der Mehrzielgleichun-
gen H(S,e) = 0 durch (577, efFeh) an. ™% - 5™ una

- f i
H(S(c),&) = 0, € 6[E,6° ]

Sei weiter H stetig differenzierbar auf einem Gebiet

6ol = ((seey,e) | eeL e}

E := HS sel reguldr auf I' und lipschitzstetig auf G

Dann gibt es eine endliche Homotopiekette

frei -
£ > c1>...> £ =€ ,

so daf das (ged&wpfte) Newtonverfahren fir H(S,€ ) =0

i+1
mit dem Startwert S(Ei) konvergiert. S{€} 1ist stetig differenzierbar.
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(83) Ist E reguldr auf G, kann das Lifting bis an Jden Rand von G eindeu-

frei
tig fortgesetzt werden, d.h. auf ein Intervatll 1&“,& ] mit
. : , = frei
lim (S(€),e) € 9G. Auf jedem kompakten Teilintervall [ €,€ ] gilt
»
£rE

(82) analog.

5.2 Singuldre Punkte

Im allgemeinen ist ein a priori Nachwels der Exi.itenz elnes globalen Liftings
vom vereinfachten bis hin zum Originalproblem nicht méglich. Man muf sich des-—
halb mit Aussagen begnigen, die, ausgehend von elnem bereits erreichten Wert

€ eine Fortsetzbarkeit der Homotopie garantieren.

il
Explizite Regularitdtskriterien, unter denen dles fir Homotopien von MPRWP
garantiert werden Kkann, werden in [3] angegeben. Aus ihnen folgt, daB eine
Homotopie eines MPRWP im Sinne von satz 4 solange fortgesetzt werden kann,

bis sich

(Typ 1) die Schaltstruktur der Ldsung andert und damit der Rand des
Differenzierbarkeitsgebietes erreicht wird, oder
(84)

(Typ 2) bis E, die Iterationsmatrix des Newtonverfahrens, singular

wird.

wahrend der Durchfithrung einer Homotopie der Zustandsbeschrinkung kommt es
haufiger vor, daR man an einen "singuldren Punkt" vom Typ 1 gelangt (seltener
auch vom Typ 2). In einem solchen Punkt konvergiert die Mehrzielmethode nicht,

in einer Umgebung davon beliebig schlecht!

Die Homotopie 18Rt sich allerdings meistens, wenn auch mit verdnderter
Schaltstruktur und evtl. entsprechend verindertem MPRWP, nach dem singuléren

Punkt weiterfidhren.

Praktisch geht man dabei sc vor, daR man die Homotopie zunéchst méglichst
dicht an den singuldren Punkt "heranschiebt", um den Grenzwert des Homotopie-

1iftings naherungsweise zu bestimmen.

Noch besser ist es, die "Grenzlésung" exakt zu bestimmen. Dies ist mdglich
{iber erweiterte MPRWP, in denen der Homotoupieparameter als zusdtzliche Variable,
und die Verletzung des betroffenen Regularitdtskriteriums als zusdtzliche Be-

dingung auftritt (siehe [2, Xap. 3] far den Typ 1, Seydel [22] fiir den Typ 2).

Endert sich im singuldren Punkt die Anzahl der Randbdgen nicht, oder handelt



es gich um eine Zustandsbeschrdankung der Ordnung q = O, so fihrt der Homoto-
pieweg i.a. 2zwar nicht differenzierbar, aber doch stetig Uber den singuldren

Punkt weg.

Andert sich dagegen die Anzahl der Randbdgen (q > 1}, 1lst Vorsicht geboten.
In diesem Fall bleiben zwar dle Zustandsvariablen melstens stetig, die adjun-
gierten Variablen aber k&nnen als Funktion des Homotopieparameters unstetig

werden!

Das Verschwinden eines Randbogens oder den ZusammenschluB zweler Randbl8gen
wahrend einer Homotopie kann man unmittelbar feststellen. Das Auftreten eines
Randbogens erkennt man an der Verletzung der Zustandsbeschrdnkung, die Auf-
teilung eines Randbogens in einen oder mehrere an der Verletzung der Vorzei-

chenbedingungen (26) (Satz 2).

Sind die adjunglerten Variablen unstetig, missen durch eine Untersuchung des
Grenzfalls Schatzungen fir die Anderung der adjungierten Variablen gewonnen
werden. In [2, Kap. 4] findet man ein Beispiel, in dem analytisch die Unste-

tigkeit berechnet wird.

Konstruktive numerische Algorithmen hierzu werden zur Zeit untersucht.

5.3 Hinweise zur praktischen Durchfithrung von Homotopien

Im folgenden werden einige praktische Hinweise zum homotopiegerechten Ansatz

der Mehrzielmethode und des MPRWP, sowie zur Wahl der Homotopieschrittweite

gegeben.

5.3.1 Variakle Stlitzstellen

Eine Verletzung der Regularitdtskriterien filr die Fortsetzbarkeit der Homoto-
pie ist auch dann gegeben, wenn sich die Schaltstruktur der L&sung zwar nicht
auf {a,b], aber auf den Teilintervallen LTi'Ti+1] der Mehrzielmethode &ndert,
d.h., wenn ein Schaltpunkt dber eine Stiitzstelle wandert. Dabei wird der Rand

des Differenzierbarkeitsgebietes von H erreicht.

Diese Irregularitdt ist vermeidbar, wenn man die Stiitzstellen bei einer Ver-

schiebung der Schaltpunkte wdhrend der Homotcopie mit verschiebt.

HBesonders glinstig ist es, wenn die Lage der Stitzstellen Ti relativ zu ihren

3j j+1

Nachbarschaltpunkten, z ,B. t-< Ti< t , festgehalten wird, d.h. wenn man
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{85) Ti(C) = t7(€) Yy + (thrl

(€) - e (e))= (1Y)} , Y € lo,1]

wahlt ([3]). Seien etwa
{86) O<tl<t2<..‘<tk<T

die auftretenden Schaltpunkte. Eine einfache, eng mit (76) verwandte Reali-

sierung dieser Forderung besteht darin, die Differenzen der Schaltpunkte

(87) a3 5= 31 (g 20,0, (%= 0,5 e

als Variablen einzufihren, und analeg (55) durch Ubergang zu einer neuen Zeit

T, belspielsweise

3-1
(88) t = 7 Ai+ (t-3)A3 , te&e [F,3+1] (3 = 0,...,K

i=o

auf feste Schaltpunkte zu transformieren. Ein Verschieben von Schaltpunkten
{iber Stidtzstellen ist damit ausgeschlossen, jeder Wert aus [o,k+1] liefert

eine Stutzstelle mit der Eigenschaft (85).

5.3.2 Randwerthomotopilen

Bei Homotopien der Mehrzielmethode fir MPRWP kann der Homotopieparameter
grundsidtzlich in Differentialgleichungen, Schaltfunktionen, Spriingen oder

Randbedingungen auftreten.

Tritt er nur in den Randbedingungen auf, beeinfluft er nicht explizit die In-
tegration der Trajektorie. Wie man leicht zeigt, fiihrt bei solchen Randwert-
homotopien S(Ei) auf eine Starttrajektorie fir €i+1’ die alle Stetigkeitsbe-
dingungen der Mehrzielgleichungen erfitllt, und alle Randbedingungen bis auf je-

ne, in denen £ explizit auftritt. Insbesondere gilt:

(89) Bei Randwerthomotopien hat die Starttrajektorie stets die "richtige"

Schaltstruktur, d.h. Konvergenzbedingung (73) gilt, solange die Bo-

motopie im Sinne von Satz 4 iberhaupt fortsetzbar ist!

Beim Zeitschalteransatz (59,60,66) tritt der Homotopieparameter € fir q > o

nur in der AnschluBbedingung auf

(90) q(x(tl)) -€=20



Wir haben also eine kandwerthomotople, und es gilt (89)1

Verwendet man dagegen (90) als Aufsprungschalter, oder ldfit sich wie bel
q = O nicht vermeiden, daB € auch iIn der Berechnung der Trajektcrie explizit
auftritt, so kénnen schon bei kleinen Schrittweiten stark verédnderte Trajek-

torien und Schaltstrukturen auftreten,

Mit einem einfachen "Kunstgriff" lassen sich aber auch solche Homotopien in
eine Randwerthomotcpie umformen ([2}). Man nimmt € als zusdtzliche Variable

Zu den Differentialgleichungen hinzu

™M
i
Qo

(91)
mit der Randbedingung

(92) £ ~ } = O

Mit E erhalten wir damit einen "neuen" Homotopieparameter, der nur in die

Randbedingungen eingeht.

Im (i+1)ten Homotopieschritt setzt man nun k = €4 und startet die Mehrziel-

methode mit (S(Ei),ﬁi), so daB (89) wieder gilt!

Fir die erste Newtonkorrektur des {neuen) MPRWP gilt
-1
= = H FR NN ’ Ae = : - € ’
{93) AS Ho (S(ei),ei) E(S(Ei) el)Ae £ £

d.h. sie verlduft tangential zum (alten) Homotopielifting. Hierin ist ein
weiterer Grund fir das ginstige numerische Verhalten dieser Methode zu sehen.
Eine eingehende Untersuchung hierzu mit mehreren Testbeispielen findet man

in Deuflhard, Pesch, Rentrop [ 11].

Es sei noch angemerkt, daB man bei natidrlichen Randwerthomotopien, wie beim
Zeitschalteransatz, keine wesentlichen Verbesserungen von dieser Transforma-

tion erwarten dart!

5.3.3 Wahl der Homotopieschrittweilite

Wesentlich ftir die dkonomische Durchfiihrung einer Homotopie ist die richtige

Bemessung der Schrittweite.

Sie sollte einerseits méglichst groB sein, um ein Zuviel an Homotopileschritten
zu vermeiden. Andererseits muf sie hinreichend klein sein, um zigige Konvergenz
des Newtonverfahrens zu erzielen, und um ein Hinausschileflen Uber das Differen-

zierbarkeitsgebiet und damit Divergenz zu vermeiden.



In einfachen Fallen kann man sich mit einer heuristischen Schrittweltensteue-~
rung begnigen, etwa

(94) €1+1 = Ei + a(ei— 61_1) '

wobei man den Faktor a abhingig vom Konvergenzverhalten bei Ei - z.B, Anzahl
der bendtigten Iterationen - grdBer oder kleiner als 1 wihlt. Bei komplizier-

ten Problemen ist dieses Vorgehen allerdings un&konomisch.

Eine effiziente, theoretisch fundierte Schrittweitensteuerung, die dle beiden
ersten Kriterien benutzt, wurde von Deuflhard [10] entwickelt. Sie basiert
auf einer Abschitzung der maximalen Schrittweite, fidr die - bei hinreichend

groBem Differenzierbarkeitsgebiet - das Vollschritt-Newtonverfahren noch kon-

verglert.

Eine effiziente Schrittweitensteuerung, die Divergenz durch Uberschreiten des
Differenzierbarkeitsbereiches vermeidet, wurde in [2] entwickelt. Eine Ver-

bindung beider Ansdtze wird zur Zeit untersucht.

AbschlieBend sei noch angemerkt, dafl wesentlich grdBere Schrittweiten und da-
mit eine signifikante Beschleunigung der Homotopie erreicht werden kénnen,
wenn man statt S(Ei) Approximationen hdherer Ordnung als Startdaten im

(i+1) ten Homotopieschritt wahlt.

Deuflhard LIO] kommt zu betrdchtlichen Zeiteinsparungen durch tangentiale

Approximationen in Verbindung mit der erwahnten Schrittweitensteuerung bei

hochgradig nichtlinearen Problemen.

Ebenfalls erhebliche Zeitgewinne durch rationale und polynomiale Extrapola-

tion aus bereits berechneten L&sungen werden in [2] bei Problemen mit kompli-

zierten Differenzierbarkeitsverhdltnissen erreicht.



6. Belspiele

Die folgenden Steuerungsprobllemne mégen als Belspiele far die dargestellten Me-
thoden, und zur Veranschaullchung der spezifischen Probleme dienen, die bei

ihrer Anwendung auf Aufgabenstellungen der Praxls auftreten.

Sie stammen aus Diplomarbeiten von Pesch [21], Gillessen [13] und [2], deren

Darstellung weitgehend Ubernommen wurde. Das erste (Space Shuttle) enthilt ei-
ne Zustandsbeschrankung der Ordnung q = O (u nichtlinear), das zwelte (Erzent-
lader) der Ordnung q = 1 (n linear) und das dritte der Ordnung q = 2 {(u nicht-

linear.

Es kann im tbrigen nicht deutlich genug darauf hingewiesen werden, dal ohne
die intensiven numerisch-praktischen Erfahrungen und Untersuchungen, die bel
der Bearbeitung dieser und anderer Problemstellungen gemacht wurden, die Ver-
feinerung der numerischen Methoden und das tiefere Verstdndnis insbescndere

kritischer Fille gar nicht denkbar wiren.

6.1 Reichweitenoptimierung der zweiten Stufe einer Space Shuttle bei einer
Aufheizungsbeschrankung

Die zweite Stufe eines Raumtransporters {Space Shuttle} ist bei der Ruckfihrung
in die Erdatmosphére so zu steuern, daB eine maximale seitliche Reichweite er-—
reicht wird (-A(T) = minl). Gleichzeitig soll die Aufheizung des Fahrzeuges

~

durch die Reibung 2000°F { 10930C) nicht Ubersteigen.

Die Dynamik des Gleitfluges 158t sich naherungsweise durch die Differential-

gleichungen beschreiben



. e e evte (o) = aesinye [V
tv(v,h,y,LA) = =~ Fepih)v LW(LA) g*s1ny (R+h)

(95) v o=
{Tangentialgeschwindigkeit)
h = fh(v,Y) = vesiny (H5he Uber der Erdoberfliche)
Yy =

fY (Vlle;CAf(x)

. Y yecos
= F'p(h)'V'CA'cosa _ gtcosy ( R\, vecosy

v R+h ; R+h

(Bahnneigungswinkel)

>
I

= fx(vrle IXIA;CAIQ)

v : sino
= - o oSy cosXstanh + Fep(h)ev a cosy

(Bahnazimutwinkel)

oy
"

fA(V-h:Y: ) = E%ﬁ *cosy*sin (Eulerwinkel, seitliche Reichweite)

Zur Kontrolle wird auBerdem der Eulerwinkel der Reichweite mitgerechnet

H v 1 i .
0 = fo(v,h,Y,];A) = o cosy Cosx’cosﬁ : O(a) = O.
Hierin sind
p(h) = QO‘exp(—B'h) (Luftdichte)
i, n ’ . .
cw(cA) = (ch+ c } (Widerstandsbeiwert)

Das System wird gesteuert Uber den Querneigungswinkel und den Auftriebsbei-

wert CA' der hier als direkt beeinfluBbar angenommen wird.

Die Konstanten haben die Werte: Cuo = 0.04, n = 1.86, F-oo = 3,08, B = 0.145,

g = 9.80605_ R = 6371.2 (in km, sec)

3!

Erfillt werden sollen die 8 Randbedingungen

vio) = 7.85, h(a) = 95. , y(o) = - 1'25'7%6" (o) = 0, Ao) = O
(96)
A N - - . m
VIT) = 1.116,h{T) = 30. , Y(T) 2.7 “ 15

Die Endzeit T ist frei,

Die Steuerung ( unterliegt keinen Beschrdnkungen, der Auftriebsbeiwert CA

soll der Steuerungsbeschrédnkung



(97) c € {0,0.6 ]

sowie der Aufheizungsbeschrdnkung (Zustandsbeschrédnkung)

= C - o
(98) q(V,h,cA) A G{v,h) E_ALA

geniigen. Hierin ist G(v,h) eine stark nichtlineare Funktion von Geschwindigkeit
unéd HOhe, so konstrulert, daf die Exrfiillung von (98) gerade elner Grenztempe-
ratur von ca. (2000.+ 200.(ACA/0.03))0F entspricht. Gewlnscht ist eine Ldsung

far ACA = 0. Als natirlicher Homotopieparameter bietet sich ACA an.

Zunichst wird das Problem chne Zustandsbeschrinkungen geldst. Mit der Hamilton-

funktion

= A + £
(99) H Ava + Ahfh + YfY + A1Fx AA A
ergeben sich die adjungierten Differentialgleichungen

(100) A

d : ) : 9
v: T3y H , Ah = - H, AY =5y H ,

Ll
s

. 3 .
AX'= - 5— H , AA = -

Diese scheinbar harmlos aussehenden Differentialgleichungen bilden zusammen
mit (95) ein numerisch &uBerst aufwendiges Differentialgleichungssystem. Wir

schreiben nur die erste aus (zur Anschauung!)

- Xv = xv[g(ch+ c:)-F-exp<—Bh)'v ]
. vy . Sina cosy*cosXetanh 7
+ Myfc, "Frexp(-Bn) + T2 Rh J
(101) grcosy [ R\ cosy 1
+ AYLCA'F’GXP‘“ﬁh)' cost + =3 (R+h) * “Ren ¢
rcosY*sinX . es
xAL——E:E—*~—- ] + Ah siny

Die Transversalitdtsbedingungen liefern uns

(102 ARW)zl ,AﬂT)=O, H(T}) = O

Mit der trivialen Differentialgleichung fiir die freie Endzeit erhalten wir also

12 pDifferentialgleichungen mit 12 Randbedingungen.

Die Steuerungen ergeben sich aus dem Maximumprinzip. Wir fassen die Terme von

H zusammen, die den Querneigungswinkel a oder den Auftriebsbelwert CA enthalten



n [ P
+ ¢
A A cosY

(103) H = Ferg(h)ev (-V'Kv'u ssing 4 KY'cusuj) + welitere Terme

Der Faktor vor der Klammer ist positiv, und mit etwas Analysis erhdlt man, dap

das (eindeutige) Maximum der Hamiltontunktion fir ael® , c, € '0,0.6 ] angenom-

men wird fur
5 1
. : 2
) frei Ax 1 ( >\'X‘- 2
sin O § —— ;oW o= ( L+ AY
cCOoSsY W cosy/
(104)
cos &fIEi i= AY * L
: Y "
n-1
0.6 falls Q1:=~V-Av°n°0.6 +w >0
1
(105) cAfrEL c= n-1
W 3
(v-k on sonst (aus 56*-H = Q)
v A

Die Steuerung CA und damit die rechte Seite der kanonischen Differentialglei-

chungen wird durch die "freie" Schaltfunktion Q1 bestimmt. (95), (96), (100},

(102) bilden zusammen mit (104, 105) ein vollstindiges Randwertproblem mit

Schaltbedingungen der Dimension 12.

Mit 1.w. diesem Ansatz wurde in [217 zundchst eine unbeschridnkte LOsung be-

=)

rechnet. Fir diese gilt

(106) AcAfrei .= max g(vfrel(t), hfrei(t)’ CAfrei(t))
tefo,T]
= max (CAfrel(t) s ol nfh )y = o.115
tefo,T]

d.h. bei der unbeschrankten Flugbahn wird die Space Shuttle auf ca. 2770?F

(= 15200C) aufgeheizt. Die maximale Temperatur wird nach ca. 270 sec bei einer
Gesamtflugzeit von 2324.29 sec angencmmen.

Der Verlauf von C. und G ist in Figur 4a) dargestellt. Die Ubrigen L&sungs-
daten findet man in Figur 5 bis 14. Die Abbildungen wurden mit geringfligigen

Knderungen aus [21] (5-14) und [}2] (4) ubernommen.

Die Zustandsbeschrankung (98) hat offenbar die Ordnung q = O, und durch Buflé-

sen ergibit sich fir die Steuerung auf einem Randbogen sofort

rand | s
{1C7) CA := Glv,h) + ALA

Da g = O, treten Springe in den adjungierten Variablen nicht auf! Die adjun-

gierten Differentialgleichungen fur Av und A“ dndern sich auf den Randb&gen



(Satz 1)

(108) HoooH - (w0 - Govghd - e ]

: 3
Ah-—-—ﬁ-ﬂ‘?ll(t_)

3
Y G(v,h)

Die uUbrigen adjungierten Differentialgleichungen dndern sich nicht, da
Y, X und A nicht explizit in G auftreten. Fir die Variable uit) gilt p = O

auf freien BSgen, und

(@ _ 3y peg(m)evloved enec?? J
(109) wt)y = A fu/gu = GCA H Feg(h)*v|-v Av nec, + W

auf Randbdgen.

Ein Ansatz nach (61,62) erlaubt hier einen gemeinsamen Schalter fdr Auf- und

Absprungpunkt
frei rand frei
= ¢ - = - - AC

(110) Qs LA CA CA G(v,h) A
mit
(111) o .0 => freier Bogen, C. =c_'Te

=2 " o gen. A A

)~ . Randb c =¢ rand

€, o = andbogen ' A= Ca

11s Schaltvorschrift.

Mit diesem Ansatz wurden in [21] iber eine Homotcpie aufheizungsbeschrankte

Losungen fdr Werte von ACA im Intervall [0.008, 0.115] berechnet. Die maximale
- ] ~ (o]

Aufheizung wurde dabei um 26% auf ca. 2050 1" (= 1120 C) gesenkt.

. . . frei rand .
Der Verlauf der optimalen Steuerung CA - sowle von CA ' CA - fir ver-

schiedene Werte des Homotopieparameters ist in Figur 4 dargestellt.
Erwartungsgemidl weist die Lésung zundchst einen Randbogen in der Nahe des
(unbeschrankten) Aufheizungsmaximums auf. Bel zunehmender Verschdrfung der Zu-
standsbeschrinkung kommen nacheinander drei weitere - kurze - Randbbgen in der
Nahe der Nebenmaxima hinzu (ACA = 0.054). Die weltwre Verringerung von ACA be-
wirkt eine Ausdehnung der Randbdgen, die schlieflich zu ihrem Zusammenschlufl

fihren. Bei ACA = 0.003 tritt nur noch eiln grofler andbogen auf.



Die Ldsungsdaten Jdes letzten Homotopieschrittes sind in Fig. 5 bis Fig, 14
wiedergegeben. Physikalisch interessant {st die Tatsache, dafl der schwingende
verlauf der Flugbahn unter dem Einflufl der Aufheizungsbeschri&nkung geglattet
wird, das typlsche "Pumpen" des Gleitfluges tritt erst nach Verlassen des

Randbogens im letzten Drittel der Bahn wieder auf.

Wichtig ist ferner, daf Qder drastischen Senkung der AuBentemperatur nur eine
geringfigige Verschlechterung des Zielfunktionals A(T) um ca. 1.5% gegeniber-

steht. Die Gesamtflugzeit wurde um ca. 3.5% auf 2409.42 sec erhdht.

Die Durchfihrung der Homotopie erwies sich als numerisch (beraus schwlerig.

19
Die Kondition der Iterationsmatrix stieg wihrend der Homotopie auf ca. 10 "an.
Die Homotopieschrittweiten durften dber weite Strecken nicht gr&fer als 0,001

gewadhlt werden, da sonst das Newtonverfahren divergierte.

Wegen des enormen Zeitaufwandes (der letzte Homotopieschritt erforderte ca. 18
min Rechenzeit auf einer IBM 370/165 bei einer Schrittweite von 0,0005!) wurde

die Homotopie bei ACA = 0.008 schlieBlich abgebrochen.

Die Erklarung fir dieses Verhalten liegt im durch die Formulierung des Problems
bedingten aufergewdShnlich kleinen Differenzierbarkeitsbereich des Mehrziel-

operators.

Die ohnehin hochgradig nichtlinearen kanonischen Differentialgleichungen wer-
den durch die Schaltfunktion (110) noch zusdtzlich stark nichtlinear verkop-
pelt, ihre L&sungen sind deshalb auBerordentlich empfindlich gegeniber Stérun-
gen der Anfangswerte. (Man beachte die Minima und Maxima der Schaltfunktion na-
he O in Fig. 4b) ¢) e) g), kleine Stdrungen kdnnen ein Auftauchen oder ver-

schwinden von Randbdgen bewirken!)

Da nun der Homctopieparameter explizit in Differentialgleichungen und Schalt-
funktionen auftritt, bedeuten bereits kleine Homotopieschrittweiten so grofie
Verzerrungen, dafl die Starttrajektorie auBerhalb des Differenzierbarkeitsge—
bietes liegt!

Durch die Transformation auf eine Randwerthomotopie (91,92) konnte in [11}
das Verhalten der Homotopie schlieBlich soweit verbessert werden, daf auch
Lésungen fir ACA < 0.00B poch mit vertretbarem Zeitaufwand gerechnet werden

konnten.



TUQ.::,\C.GH Y5 bundanaspuoy pun Yo 31am13989314fny R

| el -F

S

]
0002 0051 0001 008 1} .h. 0002 0051 0001 005
#—d _\9.0
” ...u.n\.‘\h.]o\\.\|., Il\ 4‘[!\— ]‘PI\ to
‘ S e [re——l
= 90" Yovls | g e v i
. : | S Vs
800 = Wi o S
: . TYo 8o
u. -—— “r‘ - N l{‘l%\ NO
~_~ . .. %50 - Yoy (p \.\.z H4 3,._. S [61%, wo
t .. ' .. £0 ] . .. __. ﬁ
: % o ) } ,... : ! M
\ , '
4\”4“—:*@ .“ .oln ' <U ¢
lao
v o A £ 1 16 3%
> R s (- R0
wo vl T
2100= Vo9 i ; P N i
Yovlo o
=1
e loo
Pal IJTD’I\
! v R g ¢ ! . 14!}
0£00= Yo¥{y 1 - Y ! A =f
. - 7 os Yoy SNV S8 ! |
A = ¥ E \ b
Uq + .o . Py u " ] \ ! (U
s 0007 oot 000t 005 o
v, _
sto0 “pA® WU Sunzuaibeg
-SBUnZAYNY O= Y30 (D :
B W“ pi0
: 2 . 7
N 7
BunzuaSeqsSunzay ny .\.\\u\. 1 \
¥ A bonzaion 0 ’
R \N\. . y Z
Y PL ) ..\1\\\\\“\\“\
AT SN 5 .
(Od + N..U.‘. " ‘.. .. v - ¢ ;
0001 ‘80— 0004 00% ' ﬁrw >u® P



- 30 -

‘A
e me - e
~—— b0c¢,= 0008
[ .
—_——— ACA+'Ct
mit
— - T~ L Aulneiruy sy ating
ar .7 \ - Y
T B A e - SN e e
e
ot [P ———— - T
13637
7] FTep) 100 1500 SAD '5
Fig.5: ‘Auftriebsbeiwert €a
&
nw
b
Y
“0 Aufheizunys oy entung
rm_l_
s
Pl Ta
”
a0 et e e e s e = . N
175 17 .Y
l)—_—"(k - ‘——f_i(;' 1000 1506 20x} e

Fig 6 Querneigungswinkel &




o=
.
N

E Nl

R ST
’ Aufhe I ungsDeyrens uing
ohne
S B s |
tles?
Wwao 1500 2200 f/’
Geschwindigkeit v
~. mut
Rl
TUTTTN Authe i s begreniung
ohne e
e e e
risr?}
e
oo 15¢0 o 1,



[ M

b4

50

£33

0.

20

10

ACA=°-°°8
aae e - ACA{»Y\‘.L'

.‘ D ) iy
: “ ) \. I. -
e e ; el
. : " K \ R NN 7Y
4 2 * .t - o=
. “ .’ -
.,'
b B 4
%27

g 200 000 1500 2200 U
Fig. §: Bahnneigungswinkel ¥
/ 1827
- (1% ) 1000 1507 2000 t,y

3
Fi9.10: Bohnazimutwinkel X




5o

aa

g2

33

Al Tl s Alriaad67*
1.210 15 T «2409%s
’
chne
S Authe Tung s Degrenzung
r')JiJ.'-'J"—””“
a5 100
4,

a S0
Fig.44: Behn uber Grund (A/B)

fjg;i;_; [astviolfaches

[ ]
Ll :
) . :
‘l . e e - R i
/ 13637
a
1023 540 273



w19

8K

L]

-d3

Fig 13!

PR o
o7 "///
e
PR r
=
02
Py
<7 AuShE X ungsbegrenlumg
+-04
Ly
...... T mmTes
105
ACy =0.008
rel
b.c.,,‘f
0.8
13637
$00 100 1500 0

0
adjungierte Variable Ar.Aa

oo

Fig 1% adjungierte variable Av,24,2%

1500 2000




- 35 -

6.2 Zeitoptimale Steuerung eines Erzentladers bei Begrenzung der HOchstge-
schwindigkeit

Eine auf Schienen fahrende Laufkatze mit frel darunter schwingendem Greifer
s0ll so (ber elne Distanz E gesteuert werden, daB sich Laufkatze und Greifer
im Anfangs~ und Endpunkt in Ruhe befinden. Dabei 1ist die Gesamtfahrzeit zu
minimieren (T = min!). Die begrenzte Leistungsfihigkeit des Elektromotors wird
dabei durch eine maximal erreichbare Geschwindigkeit beriicksichtigt. Gefragt

ist nach der Abhangigkeit der L&sungen von dieser Grenze.

Die Bewegung des Erzentladers genlgt den Gleichungen

g = - Eéﬂ‘u + 5» (Position der Laufkatze)
o (m+M)g F X
a = - Meh a o+ ey (Ausschlagwinkel des Greifers)

Dabei bedeuten: m, M Masse des Greifers bzw. der Laufkatze, h Absenktiefe des

Greifers, g Erdbeschleunigung. Gesteuert wird das System (ber die Antriebskraft
F des Elektromotors,

Dieses System l4Rt sich durch Normierung und eine lineare Transformation in

die dquivalenten, riackwirkungsfreien Bewegungsgleichungen iiberfihren

(112) §=v
v=ou
0=
J=-0+u

Die Steuerung u (Beschleunigung, Verzdgerung) unterliegt dabei der Steuerungs-

beschréinkung

{113) ue | -1,1]

und der Zustandsbeschridnkung (Hochstgeschwindigkeit vm)
(114) glvit)}) < v(t) - v

Zu erfillen sind die 8 Randbedingungen

1]
I
|4

e}

0, O =0, (o)

1f

(115) S(o) o, vio)

ki
<

o, (T

o, O

It

5(T) E, v(T)

Die Endzeit T ist frei,



Das auf den ersten Blick einfach erscheinende Steuerungsproblem 1St Gegenstand
etlicher, sowchl ingen1eurwissenschaftlicher als auch mathematischer Untersu-

chungen. Kompliziert wird es vor allem durch die vustandsbeschrédnkung, die je

nach Wahl des Parameters V 2zu Losungen mit belieblg vielen Randbdgen fihrt.

Eine vollstandige Losung gelang erstmals in [2].

Wir l&sen zundchst das unbeschrdnkte Problem, um dann eine Homotopie 1im Para-
meter v durchzufahren.

Als Hamiltonfunktion erhalten wir
{(116) H = As-v + xo-#’- A&oo + (Av+ Kﬂ)'u

und damit die adjungierten Differentialgleichungen

i
o
P

]

1
P

(117 A

RO =Ay Ay= - AO ‘
d.h. lv ist eine Gerade, k_yeine Sinusschwingung der Frequenz 1. Die Transver-

salitatsbedingungen liefern nur eine Bedingung fir die Endzeit T
(118) B(T) = (XV(T) + AaxT))-u(T) =1

Das Maximumprinzip liefert uns sofort

1 , falls Q1 := A+ A, >0
frei
(119) u T

-1 sonst

Die Steuerung u und damit die rechte Seite der kanonischen Differentialglei-
chungen wird durch die "natdrliche" Schaltfunktion pestimmt (singuldre Steu-
erungen sind nicht méglich, siehe dazu [2]). susammen mit der trivialen Dif-
ferentialgleichung f4r T pilden (112,115,117,118) ein vollstindiges Randwert-

problem der Dimension 9.

Die mit diesem Ansatz berechnete Lésung ist in Fig. 15 dargestellt. Die Daten

gelten fir E = 25. (wWeitere Ldsungen in{ 2]

Die optimale Steueruny ist dem Verlauf von v zu entnehmen: Es wird zundchst
beschleunigt, dann kurz verzdgert und erneut beschleunigt, schlieBlich wirxd
abgebremst. Das zugehdrige Schalterverhalten ist aus A%}" Av zu ersehen, die
Schnittpunkte sind die Schaltpunkte der Steuerung. Da die Loésung symmetrisch

ist, wurde die Greiferschwingung nur auf [o, T/Z] angegeben.



Fir die unbeschrankte Lésung gilt

frei tretl o
rel max v (t)y = 4.,3299¢6

IELOITJ

m

das Maximum wird bel T/2 ¥ 0.794829 angenommen. Die Gesamtfahrzeit ist

T = 10.2496.
Die Zustandsbeschridnkung hat die Ordnung q = 1

(120) LN R

g(l)(u) = u

Fdr die Steuerung auf einem Randbogen folgt hieraus sofort ((14), (15))

(121) JFand g

Im Aufsprungpunkt t1 ist die Anschlufibedingung
(o)

(122) g ity = vieh - v

zu erfidllen, und - mit der Variablen Vo - der Sprung

1
(123) A ehey = agetey v v 25 Doty vy
v o v o
auszufdhren. Die Obrigen adjungierten Variablen sind stetig, da g(o) von kei-

ner anderen Zustandsvariablen abhangt.
Die Hamiltonfunktion geht tber zu (Satz 1)

H-+>H - u(t)g(l) = H - p(t)eu

die adjungierten Differentialgleichungen bleiben aber - auch auf den Randbdgen
. 1 . « . ; .
- unverandert, da g( ) von keiner Zustandsgrdfie abhdngt, Fir die Variable u(t)

gilt g = O auf freien bBdgen, und auf Randbdgen

. oo g (@) _ 3, _
(124) pe) A ru/gu =30 H = A%7+ Av

Wir benutzen § nur zur Kontrolle der Vorzeichenbedingungen nach Satz 2, in den

Differentialgleichungen tritt es hier nicht auf.

Nach dem in (4.2) vorgeschlagenen Prinzip bestimmen wir sdmtliche Schaltpunkte

dber Zeitschalter

(125) Q" =t -t
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und legen die Variablen tj durch die Punktbedingungen

3 3

(126) Av(t 1R x%(t ) = O

fest. Man beachte, daB dies fdr die Auf- und Absprungpunkte dem Zeltschalter-
algorithmus (59,60) entspricht, weil Bedingung (125} nach (38,39) der Stetig-
keit der Hamiltonfunktion &quivalent ist. Fir die Schaltpunkte auf frelen B&-

gen entspricht dies den Schaltbedingungen nach (119).

Aus dem Verlauf von AJ,-AV in Fig. 16b bis Fig. 27b ist unmittelbar zu ersehen,
daB die Bestimmung der Schaltpunkte durch diese Technik ein wesentlich grdBeres
Differenzierbarkeitsgebiet des Mehrzieloperators liefert, als z.B. durch (61c¢),
(62c) und (119}!

AuBerdem werden hiermit Identifizierungsprobleme vermieden, die durch das Ver-
schwinden von Q1 sowohl in "freien" Schaltpunkten, als auch in Auf- und ab-

sprungpunkten aufgetreten wdaren (typisch fir Aufgaben mit linearer Steuerung!) .

2
Man beachte, daB die Dimension des MPRWP um 3 variablen (tl,t ,»g) und Punktbedin-
gungen je Randbogen, sowie 1 Variable und Punktbedingung je "freier" Schaltpunkt,
erhdht wird.

Die im folgenden dargestellten L&sungen wurden in [ 2] mit einem sclchen Ansatz
berechnet. Allerdings wurde die Dimension der MPRWP dort durch Ausnutzung al-

ler Symmetrien des Problems stark reduziert,

Wie zu erwarten, weist die zustandsbeschrdnkte LOsung zundchst zwei Randbdgen
auf (Fig. 16), die sich bei einer Verringerung der H&chstgeschwindigkeit bei
v, = 31.97887-E/27 zu einem Randbogen zusammenschlieBen (Fig. 17). Dieser Grenz-

fall ist Spezialfall des folgenden, allgemeineren Falles

{(127) Die cptimale Ldsung fur v, = E/2mk (k € N) ist
1 tef o, v 1
uopt(t) =1 ° te [Vm' Topt - vm_J
-1 ve [ Topt Y rPopt ]

mit T = 27T*k + Vv
opt m

Dieses Ergebnis bedeutet physikalisch, daf es fiir jede Fahrweite E eine Aus-
wahl von Héchstgeschwindigkeiten gibt, fir die die Ldsung eine extrem einfa-

che Gestalt hat.
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In der Durchfjhrung der Homotapie ist dieser Fall ein singuldrer Punkt im Sin-
ne von (5.2}, die adjungierten Variablen werden als Funktion des Homotopiepa-
rameters unstetig! Die beiderseitigen Grenzwerte sind in Fig. 17b,c dargestellt.
Mit diesen (thecretisch gewonnenen) Daten l4Rt sich die Homotople weiter fort-

setzen,

Es bleibt zundchst beil einem Randbogen (Fig. 18), bis vom (singuldren) Punkt

Vm = 2,4946]1 an zwel weitere Randbdgen hinzukommen (Fig. 19,20).

Bei Vm = 1.98944 = E/4m schlieBen sich diese drel wieder zu einem (singulé&ren)
Grenzfall vom Typ (127) zusammen {Fig. 21). Auch hier sind die adjungierten

Variablen wieder unstetig! (Fig. 21b, c¢)

Setzt man bei einer Fortfihrung der Homotopie mit einer Schaltstruktur wie in
Fig. 18 - mit einem Randbogen - an, erhdlt man eine L&sung, die allen notwen-
digen Bedingungen genigt, bei t = T/2 aber die Vorzeichenbedingungen (26} von

Satz 2 verletzt!

Korrekt ist deshalb die Fortsetzung mit zwei Randbégen (Fig. 22). Im (singula-
ren) Punkt Vm = 1.98364 &ndert sich zundchst die Schaltstruktur auf dem ersten
und letzten freien Bogen (Fig. 23,24), bis dann von Vm = 1,72295 (singulér) an

insgesamt vier Randbdgen auftreten (Fig. 25,26).

Bei vm = 1.32629 = E/61 schlieBen sich diese wieder zu einem Grenzfall vom
Typ (127) zusammen. Die adjungierten Variablen werden wieder unstetig

{(Fig. 27b, c).

Bei einer Fortfihrung der Homotopie fir kleinere Werte von Vi ist das Verhal-
ten qualitativ adhnlich. An jedem Grenzfall vom Typ (127) verringert sich die
Zahl der Randbdgen um einen, und erhéht sich nach einer Weile dann wieder um

zweli.

Die Abhdngigkeit des Zielfunktiocnals von Fahrweite E und HSchstgeschwindigkeit
Vm - eine der Fragestellungen - ist in Fig. 28 dargestellt. Weitere L&sungs-
daten, und eine Beschreibung der analytischen Methoden, mit denen Startdaten

und Strukturdnderungen in den Grenzfdllen ermittelt wurden, findet man in[ 2].

Es sel ldbrigens darauf hingewiesen, dall keineswegs nur die singularen Grenz-
ralle Vm = E/21m*k besondere numerische Beachtung verdienen. Die dbrigen sin-
guldren Punkte (Anderungen der Schaltstruktur) fihrten zwar nicht zu Unstetig-
keiten, aber doch zur Nichtdifferenzierbarkeit des Homotopieliftings mit teil-

welse polartigem Charakter!

Man beachte auch, dafl allein auf dem Intervall [1.98, 1.99] die Schaltstruktur

zweimal wechselt, begleitet von drastischen Anderungen der adjungierten Variablen!
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6.3 Aufheizungsminimierung bei der Ruckfihrung einer Apollo-Kapsel bei einer
Wiederaufstiegshdhenbegrenzung

Der Wiedereintritt eines Raumfahrzeuges vom Apollo-Typ in die Erdatmosphdre

igt so zu steuern, daB die gesamte Aufheizung q(T) minimiert wird.

Aus Sicherheitsgrinden m&chte man ferner den Wiederaufstieg der Kapsel nach

dem ersten Eintauchen in die Atmosphdre - bewirkt durch die Auftriebskrafte -

mdglichst klein halten. Dies wird durch eine Begrenzung der FlughShe auf diesem

Teil der Trajektorie beridcksichtigt.

Die Bewegung der Apollo-Kapsel genigt den Differentialgleichungen

{128) 2

=
#

<
]

o
[l

el
K

Hierbei sind
P (h)

cw(u)

cA(u)

fv(vlthrU)

fh(v,y) = yesiny

fY(VIhIYIU)

po‘exp(-B'h)

2 R 2
- Fep(h})e*v °cw(u) - g*siny (———)

R+h

(Tangentialgeschwindigkeit)

(Hhe {ber der Erdoberfliche)

2
Fcp(h) 'V'CA(U) - 2:29—5.1 {-—R—-) + !—.E.?ﬂ

v R+h R+h
{Bahnneigungswinkel)
fd(v,h,y) = VeCOSY* E%K {Distanz auf der Erdoberflédche)
L
3 2 .
fq(v,h) = 10*v p(h) (Aufheizung)
(Luftdichte)
0.88 + 0.52 cos u (Widerstandsbeiwert)
- 0.505 sin u (Auftriebsbeiwert)

Die Steuerung des Raumfahrzeuges erfolgt ausschlieBlich durch die Gr&8e u

(Anstellwinkel), die Widerstands- und Auftriebsbeiwert beeinfluBt.

Die Konstanten

p

(o]

e}
]

in diesem Modell

haben die Werte

1./0.,235 , R = 209.0352 ,

It

i

5
0.32172_ (in 10 feet, sec)

3



Zu erfillen sind die Y9 Randbedingungen

m

(129) V(o) = 0,35 , h(o) = 4., Ylo) = = 5.75 —==, d(o) = 0. , qlo) = C.
v(T) = 0.01239929 , h(T)} = 0.75553 , Y(T) = - 26.237124 %6,6(1‘) = 51.10198

Der Endzustand beschreibt die Ausgangsbedingungen fir das Landeman&ver. Die End-

zeit T 1ist frei.

Wir behandeln zunachst dieses unbeschrinkte Steuerungsproblem. Die Hamiltonfunk-

tion 1ist
(130) H = Aq-fq + Ava + thh + AYEY + Adfd
die adjungierten Differentialgleichungen
: d : 3
= = = = = = !
(131) )\q aqH o, )\d % 0
- a . a . B _,a__
XV——E‘H ' )\h—---a—ﬁH . )\Y— aYH

zeigen die Konstanz von Aq und Ad’ die Differentialgleichungen fiir die Ubri-
gen adjungierten Variablen sind wesentlich komplizierter (vergl. Beispiel (6.1),

(101)) . Die Transversalitdtsbedingungen liefern

(132) Kq(T) = -1 also Aq(t) -1, te [o,T] mit {131)
H(TY = O

Fassen wir die Terme in H zusammen, die die Steuerung u enthalten
H = P-p(h)'v[_— hv-v'O,SQ cos u - AY' 0.505 sin u ] +

liefert das Maximuuprinzip sofort eine Vorschrift fir die optimale Steuerung

sin !1fr8i:= - O.SO"S P\Y‘ :—.’ 5 2%_
(133) ' i w = {(0.505 AY) + (O.SZ'V'AV) )
cos ufrEI:; ~ 0.52 A eye—
Damit erhalten wir insgesamt ein vollstandiges Randwertproblem mit 11 Dif-
ferentialgleichungen fir Zustands- und adjungierte Variable und die Endzeit
T (nach (55)) und 11 Randbedingungen zur Berechnung der unbeschrénkten L&-

SUNg .
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Der HOhenverlauf der so berechneten optimalen Flugbahn ist in Fig. 29 (aus
[13]) dargestellt,
Der Wiederaufstieg der Kapsel nach t' soll nun durch die zusdtzliche Zustands-

beschrdnkung

(134) g = n - h <0 auf [t',7]

begrenzt werden. Dies 1ist eine Beschrankung der Ordnung g = 2 mit

(135) g(l)(v,Y) = vesiny

(2) V2C052Y

g {(v,h,Y;u) = F-p(h)-vz(cA(u)-cosY - cw(u)'siny) - g ( R )2+

R+h R+h

Fiir die unbeschrankte Ldsung yilt

n frel ok nfret ¢y = 2.10102

" te [t',7]
Das Wiederaufstiegshdhenmaximum wird bei t = 0.506413+T, T = 399.029 sec ange-

nommen, die Gesamtaufheizung ist g(T) = 0.0164138. Im Maximum gelten

(136) g =0 . 9@ = - o0.1077

. frei
Die unbeschrdnkte L&sung kann also als Ber(hrpunkt tidr hm = hm interpre-

tiert werden, denn sie erfiillt die AnschluBbedingungen (41) hierfir. Sie 1&Rt

sich aber nicht als Grenzfall eines Randbogens (der Lidnge 0) auffassen, denn
f : - ~

fir diesen mifRte auch g(2)(E) = 0 sein! {damit u re {(ty = urand(t) nach (36,

EWRD]

Bei elner Verscharfung der Zustandsbeschrdnkung in einer Homotopie erwarten
wir deshalb zundchst einen Berihrpunkt. Zu seiner Berechnung nach (3.2),
(63-66) ergdnzen wir das "“unbeschrédnkte" Randwertproblem deshalb um die Va-

. b . . .
riablen t 7, vo und fordern als zusdtzliche Punktbedingungen

(137) g 0 L, gD =0

Der Berihrpunkt wird mit einem Zeitschalter bestimmt

b
(138) QL =t -t

im Schaltpunkt ist die Sprunghedingung

b, b L9 (o) b
{139) Ah(t +) = Ah(t ) o+ \g e = lh(t -) o+ Vo
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zu erfillen, alle anderen adjungierten Variablen sind stetig, da andere Zu-

standgvariablen in g(o) nicht auftreten.

Mit diesem Algorithmus wurden in[}3] Berdhrpunktlésungen fur das Intervall
{140) 0.00722<R < hm_i 2,10102 = O.C1005105*R

berechnet. Die Punktbedingungen {137} wurden dabei mit der Transformations-
technik (70-72) behandelt. Der Hdhenverlauf fir hm = 1.78930 und hm = 1,58571
ist in Fig. 29 eingezeichnet.

Unterhalb dieses Wertes geht der Berihrpunkt schlieflich in einen Randbogen
iber. Durch Aufl&sung von (135b) nach u erhalten wir fir die coptimale Steue-

rung auf dem Rand ({14}, (15))

rand 1 1 9 R 2
(141) sin u o= O.SOS-F°p(h)( Reh 2 (R+h) )
rand 2 rand 1
cos u n := - {1- sinu n y2

. - rand . . .
Das Vorzeichen fuir ccs u ergibt sich aus der Stetigkeit der Steuerung

{H reguldr) und (133).

Auf dem Randbogen dndern sich die adjungierten Differentialgleichungen fir

Av' A, und AY

h

(142) H+H - ult) 9(2)(V,h,Y;u)
XV = 53 H + p(t)e g% g(Z)
ih = 5% H + u(t) g% g(z)

Fir A , Ad dndert sich nichts, da g, d nicht in g(z) auftreten. Dabei ist
u{t) = 0 auf freien Bdgen, und
0.52 rand

0.505 |tan u - A

- (@ _ 1 4.
(143) p(t) = A fu!gu =7 A,

1y - , .
auf dem Randbogen, wenn man g( ) Z O bertcksichtigt.



4

1
Im Aufsprungpunkt t missen die 2 Anschluflbedingungen (57)
i 1 1 . 1
(144) h(t ) - hm =0 , vt })esiny(t ) = O (oder: yY(t ) = 0)

erfdllt werden, dafir kommen die ! Variablen Vo ¥y hinzu, die in den Sprung-

bedingungen auftreten (58)

1 . 1
(145) Ah(t +) = /\h(t -ty
A (t1+) = A (tl—) +V -v(tl)-cosy(tl)
1 1 1 =1
A (t7+) = A {t =) + ¥V ssiny(t’)
v v 1. —
=0
Av ist also stetig, ebensc Aq und Ad’ da g und d in g(o), g(l) nicht auftreten.

Der Aufsprungpunkt wurde in [13], [J6] mit einem Zeitschalter bestimmt
(146) Q, =t -t

und die Stetigkeit der Hamiltontfunktion bzw.

(147) ufrel(tl) _ urand(tl) =0

1
als zusdtzliche Punktbedingung - fiir die neue Variable t - gewdhlt. Der Ab-
sprungpunkt wurde nach (62a) Uber den Schalter

. 5
(148 92 - Utrel(t2) _ urand(t )

bestimmt.

Das unbeschrinkte Randwertproblem wird damit auf ein MPRWP der Dimension 14
. 1 ,
erweitert, mit den zusitzlichen Variablen VO, vl, t" und den Punktbedingungen

(144, 148).

Durch die Behandlung der Punktbedingungen gemdB (70-72) kamen in [13,16] noch

drei weitere Variablen hinzu.

Mit diesem Algorithmus wurden Lésungen mit einem Randbogen fir das Intervall
(149) G.007139*R € h < 0.00719*R

berechnet. Die Homotopie wurde bel hm = 1.49230 beendet. Der HOhenverlauf 1ist

in Fig. 29 dargestellt,



Die Gesamtaufheizung tir diese Ldsung ist g(T) = 0.0170664, die Gesamtflugzeit
betrigt 390.900 sec.

Wihrend also das Wiederaufstiegshohenmaximwn um 29% von 210102 ft auf
149230 ft gesenkt wurde, verschlechtert sich die Gesamtaufheizung nuxr um 4%,

bel einer Verkidrzung der Flugzeit um 2%,

Interessant ist, daB optimale L&sungen im zwischen (140) und (149) verbleiben-
den Restintervall und der genaue Ubergang vom Beruhrpunkt zum Randbogen bisher

nicht berechnet werden konnten! (vergl. hierzu auch die Untersuchungen in

seydel [22])

‘ o) hyy, = 2.40402

N b) hm = 1-18330

. t) hme=A4.58534
(107 1t) 4) hm= 143230

10 Ta o

Fig 29 : Optimaler Hohenveriouf




7.1 Das Chebyvchef-Steucrungsprob:-tem der "schirtsten Beschridnkung!
Y J 5 J

In vielen praktischen Fillen wird man nicht nur an ciner Lisung elnes zu-
standsbeschrankten Problems fir einen festen Wert ¢, coder Fir mehrere Werte

in einem Intervall “l € ¢ & € , sondern auch daran interessiert sein, den
r Ze

minimal méglichen Wert des Parameters ¢ zu bestimmen, also nach der scharf-

sten mdglichen Zustandsbeschrénkung fragen.

Im folgenden soll kurz skizziert werden, wie man Ldsungen eines solchen

Chebychef- oder Minimax-Steuerungsproblems mit den Methoden der vergangenen

Abschnitte berechnet (fir eine ausfilhrlichere Darstellung siehe [23]).

Notwendige Bedingungen

Faft man den Parameter : als zusatzliche Zustandsvariable Xn+1 auf (nur formal,

siehe auch Bulirsch [7], Abschnitt 1.1.2), so entspricht das obige Problem

gerade dem allgemeinen Chebychef-Steuerungspiovblem {(mit y = O, und ¢ > O be-

liebig!)
<. - ' 1 = i ] = 1 !
(150) §ex (T +[y-¢(r,x(1))] = min ! (e x ., =mint)
x(t) = f{x(t),u(t))
x () =0
n+l
x{0} = X r(T,x(T)) =0
mit der Zustandsbeschrankung
(151) gtx(t)fuce)]y - x
Auf dieses sind aber - Kenntnis der Struktur der Losung vorausgesetzt - unmittel-

bar die Sdtze des Abschnitts 2 lber notwendige Bedingungen anwendbar!

Man erhdlt eine zusidtzliche adjungierte Variable A i1 zZt X R die der Diffe-
_— n n

rentialgleichung

. -u(t) : auf Randbdgen und falls g = 0 (!}
{152) A (t) =
n+l
O sonst

geniigt und (fiir g 2 1) die Sprungbedingungen in Berlhr- und Aufsprungpunkten t_
i



{(153) Loty - 3 {(t -y -

n+l 1 ntl 1 i

erfillt. Aufferdem gulten die Transversalititsbedingungen

| ™ o= -y,
{154) n+1( ) &

(und A(T) = [~\¢X(T,X(T))] - uTrx(T,x(T))) und, da fir X keine Anfangshe-
4

dingung gegeben ist, zusatzlich
(155) A (0) =0 .
n+l

Man beachte, dall die Bedingungen (152 - 155) zusanmen mit dem freien Parameter

X 1 gerade wieder auf ein vollstdndiges Mehrpunktrandwertproblem fihren.
n-

Im Falle g 2 1 ldaBt sich dabei die Integration von A einsparen, (152 -155)

n+1
fihren dann auf die einfache Randbedingung

(156} X v? = § (tber alle Berthr- und Aufsprungpunkte ti)

welche (formal) den freien Parameter X festlegt.

+1
Schlielblich sei noch etwnal ausdriicklich betont, dof? auch die in Satz 2 ange-

gebenen Vorzeichovbedingungen gelten miissen — andernfulls Zst die Lésung falsch!

Numerische Lésung mittels Hoaotopien

In manchen praktischen Fidllen laft sich die Struktur der Losung des Minimax-
Problems (150,151) a-priori bestimmen (siehe z.B. [23]), dann kann gemafR Ab-
schnitt 3 ein Mehrpunktrandwertproblem formuliert und damit unmittelbar eine
Lésung berechnet werden.

Im allgemeinen ist jedoch dice Durchfithrung einer Homotopie zu empfehlen. Man
sieht unmittelbar, dal der in 5.1 beschriebene Homotopic nsatz "in £" so nicht
mehr angewandt werden kann: das "unbeschrdnkte" Optimierungsproblem {150) - ohne

die Zustandshbeschriankung (151) - ist sinnlos, es besitzt keine Ldsung!

Als besonders ginstige Alternative erweist sich eine Homotopie des Zielfunk-
tionals, die im folgenden dargestellt wird. Diese bietet unter anderem den

Vorteil, daf man auf sie im typischen Fall der Beispiele aus Abschnitt & - wo



ein "normales" Zielfunktional ¢ und eine sukzessiv verscharfte Zustandsbe-

schrankung vorliegen - jederzeit von einer Homotopie in € "umsteigen" kann.

Den theoretischen Hintergrund hierzu ljefert der folgende Satz:

Satz 5: (Dualitdt von zustandsbeschrankten und Chebychef-Steuerungsproblemen)

Seien U e X eine stationdre Lésung des zustandsbeschrdnkten Steuerungspro-
i . . .
blems (1-5) (far ein festes €), und A(t),q, u(t),vj die zugehérigen adjun-

gierten Variablen.
Definiert man nun x (t) := ¢ , A (t) durch (152},(153) und (155) und setzt

n+l n+1

8 := *An+1(T) sowie y := 1 , dann sind u_.x und X ,q ©ine stationére Ldsung

i, .
des Chebychef-Steuerungsproblems {150~151), und A, o, kn+1, u,vj sind die

zugehdrigen adjungierten Variablén.

Satz 5 18Rt sich auch umkehren und weist damit die Dualitdt der beiden

Steuerungsprobleme nach.

Mit diesen Vorbereitungen 138t sich nun eine Chebychef-Ldsung mit "scharfster
Zustandsbeschrankung” iiber eine Zielfunkticnalshomotopie berechnen, die man
von Y = 1 nach vy = 0 fihrt (8§ fest). Man beachte, daB diese Homotopie zwar
formal &aquivalent zur Homotopie (5.1) ist, die aus dem GrenzprozeB § » =

(y fest) erhalten werden kann.

Die vorgenommene Umparametrisierung bewirkt aber, daf d: adjungierten Varia-

blen {(} , p , v) - anders als im ursprilnglichen Fall - beschrénkt bleiben!

Bei zustandsbeschridnkten Problemen kann es deshalb auch dann, wenn man am
Chebychef-Grenzfall selbst nicht interessiert ist, numerisch ginstig sein,
von vornherein eine Homotopie iber das Zielfunktional durchzufthren. Dieses

setzt man dabei als

(158) 5~xn+1(T) + (1 ~&) (T, x(T}) = min!

an und fihrt die Homotopie von & = O (unbeschrinktes Problem) bis maximal

§ = 1 (Chebychef-Problem). Der Homotopieparameter & tritt dabei nur in den



Transversalitatsbedingungen auf, man hat cine Randwerthomotopie!

Reine Chebychuef-Steuerungsprobleme

Hiaufig treten Chebychef-Probleme nicht als Grenzfall von Zustandsbeschrankungen

auf, sondern direkt durch Zielfunktionale der Form

(159) max gi(x(t)[,u(t)]) -~ min! ,

i=1,....,p

t € [o,7]
welche der Klasse der hier behandelten Probleme auch den Namen "Minimax" -
Steuerungsprobleme gegeben haben. Man sieht sofort, daR diese Probleme aqui-
valent sind zu

= min!

(160) X 1

mit den zusdtzlichen Nebenbedingungen

{161) qi(x(t)[.u(t)]) - X0 <0 .

Analog zu zustandsbeschrénkten Steuerungsproblemen ist es hier stets mbglich,

ein Hilfszielfunktional zur Durchfihrung ciner Homotopie zu wahlen, was aber

méglichst unter Bericksichtigung des physikalischen Hintergrunds des Problems

geschehen sollte (z.B. Reichweite bei der Space-Shuttle, Energieverbrauch etc.

Lin typisches Beispiel hierfir sind Regelungsprobleme, bei denen eine Soll-

grdfie einzuhalten ist

(162) [gazl lgx(t)yl,uer ) - gsoll(t)[ = min !
Als Hilfsziclfunktional kann man dann das einfachere "least squares”-Regel-
problem

T )
(163) I (g(x(t)[,u(t)]) - g (t))zdt = min !
soll

Q
oder ein Funktional des "minimalen Aufwands"
T

(164) { utt)TQu(t)dt = min ! , O positiv definit (z.B. I)
0



wahlen. Bufgrund sciner ginstigen theoretischen Ergenschatlen (Konvexitat)
eignet sich ein (Hilfs-)Zielfunktiona! vom Typ (164) grundsdit zlich immer for

Chebychef-Steuerungsprobleme!

Zur Existenz von Lésungen

Bei der Herleitung der notwendigen Bedingungen wurde angenommen, dafl eine
Chebychef-1Ldsung existiert. Dies ist aber keinesfalls immer so, wie das Erz-
entladeproblem aus 6.1 zeigt ~ c¢ine minimal mogliche Hochstgeschwindigkeit

gibt es zu dieser Formulierung des Problems nicht.

Aber auch wenn eine Ldsung existiert, mufl sie keinesfalls eindeutig sein,

z.B. dann, wenn der minimale Wert von x durch andere Steuerungs- oder Zu-
n

+1
standsbeschrankungen oder Randbedingungen {schon vor dem Ende der Homotopie
bei vy = O)vollstdndig charakterisiert wird. In einem solchen Fall ist die
Steuerung auf einem oder mehreren freien Bdgen evtl. nicht bestinmt, das

Problem ist singular!

Der in diesem Abschnitt beschriebene Homotopicansatz hat aber den Vorteil,
auch in diesem Fall noch anwendbar zu bleiben. Das (Hilfs-)Zielfunktional
- z.B. (164) ~ bewirkt dann eine Optimierung der restlichen Freiheitsgrade.
Dieses Verfahren 148t sich als Verallgemeinerung der Pseudoinversen bei
singuldren linearen Gleichungssystemen (siehe hierzu z.B. Deuflhard [ah

interpretieren!
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7.2. Die aufheizungsminimale L&sung des Space -~ Shuttle - Wiedereintritts

Fir die numerische Berechnung der aufheizungsminimalen Idsung wurde eline
einfache Modifikation der in 7.1 beschriebenen Technik verwendet: wie man
leicht zeigt, ist das Ausgangsproblem (1-5) auch aguivalent bzgl. strikter

Minima {lokal und global!) zum Chebychef-Problem

X (T) = min!
(165) n+l

gixvylLbuteyl) - x . S0

mit der Zusatzrandbedingung
(166) ¢(T,x(T)) < ¢o i ¢o 1= ¢(T€pxt(T€)).

Aufgrund dieser Einbettung kann man die Homotopie zum eigentlichen Chebychef-
Problem auch durch sukzesgsive Abschwdchung von (166), d.h. Vergré8erung von
¢o’ durchfihren - alsc in einer Randwerthomotopie. Dieses Vorgehen bietet
auBer dem hiibschen theoretischen Aguivalentresultat in diesem Falle auch

numerische Vorteile.

Man beachte aber, dal3 der verfolgte Homotopieweg bei diesem Ansatz i.a. der
gleiche 1st wie bei der oben beschriebenen Lielfunktionalshomotopie, nur

die Parametrisierung ist verschieden!

Natgrlich sind auch die anzusetzenden MPRWP identisch (bis auf die Homotopie=~

bedingung).

Bei der Space - Shuttle fihrt die Homotopie schlieBlich auf eine aufheizungs-
minimale Lésung mit einer Héchsttemperatur von nur 890°C bei einer seitlichen
Reichweite von immerhin noch 260, die der von den Ingenieuren geforderten
Mindestreichweite (einschlieBlich eines Sicherheitsbereichs) entspricht. Die
Aufheizung wurde also um weitere 27% gegeniiber den Resultaten in 6.1 reduziert.
Die Ldsung welst zwei Randbdgen auf, die durch die Beschrénkung des Auftriebs-
beiwertes auf maximal 0.6 bewirkt werden. Vernachl&ssigt man diese Beschridn-
kung, ist sogar eine Temperaturreduktion auf unter 600°C mdglich,

Die aufheizungsminimalen Ldsungsdaten sind zusammen mit der reichweiten-

optimalen L&sung in Figur 30a)-f) dargestellt.
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Man beachte vor allem, daR die seitliche Reichweite 2zu wesentlichen Teilen

noch auf dem letzten freien Bogen durch starkes "Pumpen" erzielt wird. (Fig 30d)
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7.3 Zur Wiederaufstiegshéhenbegrenzung beim Apollo-Problem

Die in Abschnitt 6.3 nach Maurer-Gillessen [13] dargestelliten Lésungen des
wiederaufstiegshdhenbegrenzten Apollo Re-Entrys mit einem Randbogen erfillen
bei einer Uberprifung nicht die notwendigen Bedingqungen des Satzes 2: die
Vorzeichenbedingungen (26) fir die Ableitungen des Multiplikators p(t) sind

verletzt!

Die korrekten Lésungen des Problems sind in Figur 3la) - f) angegeben. Neben
dem ersten Beridhrpunkt t? tritt ab hm==1.5079520 zundchst ein Nebenmaximum té
von h(t) auf, welches bei hm==1.5073335 in einen zweiten Berihrpunkt tg tiber-
geht. Bei hm==1.4779951 verschwindet auch die zweite Ableitung von h(t) in t?.
so daB ein Ubergang dieses Berdhrpunktes in einen Randbogen méglich wird, der
von hier an - neben dem urspringlichen Berihrpunkt t? (1) - auftritt. Die
Homotopie wurde beendet bei hm==1.3587289, da hier das erste HOhenminimum E,
welches den Beginn der (lokal definierten) Zustandsbeschrdnkung charakterisiert,
verschwindet und die Wiedereintrittskurve unmittelbar in den Randbogen Uber-

geht.

Alle Losungen dieses Abschnitts wurden mit den in Abschnitt 4 dargestellten
Mehrpunktrandwertansédtzen berechnet, die "singuldren Punkte' - ausnahmslos vom
Typ I (B4) -, in denen sich jeweils die Schaltstruktur &ndert, wurden mit

den Grenzfallalgorithmen nach 5.2 (bzw. [2]) bestimmt.

h

(107 f) \\ - . o= 2.1010583]
2.

Fig. 31la: Unbeschridnkter Fa 11
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