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EINLEITUNG

Die mathematische Modellierung eines realen Prozesses mit
Systemen von Differentialgleichungen gewinnt in vielen Dis~
2iplinen auch auBerhalb der mathematischen Physik immer gré-
Bere Bedeutung. Neben der wissenschaftlichen Einsicht in die
Natur des Prozesses steht dabei oft das Ziel im Vordergrund,
hohen Aufwand filr Experimente am realen ProzeB durch kontrol-
lierte Simulation mit Hilfe des mathematischen Modells auf
Rechenanlagen zu ersetzen.

Ein solcher Einsatz des Modells -~ z.B. flir den optimalen
Entwurf eines Systems oder bei der Optimierung von auBen be-
einfluBbarer Steuerungsfunktionen desselben - ist nur m8glich,
wenn das Modell den realen ProzeB unter wechselnden Bedirgun-
gen auch guantitativ korrekt wiedergibt.

Gerade in neueren Anwendungsgebieten ist filr die Modellbi’ -~
dung charakteristisch, daf die Modelle und die darin auftre-
tenden Parameter sich selten auf theoretischem Wege qualita-
tiv und quantitativ befriedigend herleiten lassen. 2Zudem int
es bei der Modellierung z.B. in der chemischen Reaktionskire~
tik, in der Medizin und anderen Biowissenschaften, abex auch
bei vielen komplexen technischen Systemen in der Regel unzu~
14ssig, einen ProzeB in Subsysteme aufzuteilen und deren Pa-
rameter isoliert experimentell zu bestimmen. Es ist deshalb
notwendig, das Modell und seinz Parameter aus den verfligbaren
Beobachtungsdaten fiir den gesamten ProzeB zu identifizieren.

pa diese Aufgabe fast immer auf nichtlineare und hiufig
schlecht konditionierte Ausgleichsprobleme fihrt, besteht
an hierflir geeigneten numerischen Methoden der mathemati-
schen Modellbildung grofSer Bedarf.

. ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung numerisch

stabiler, zuverlissiger und effizienter Randwertproblemme-
thoden flr die Parameteridentifizierung (PI) £n Systemen
nichtlinearer Differentialgleichungen, die einen mglichst
allgemeinen Einsatz gestatten.
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Als Anwendungsgebiet wird besonders die Modellierung in-
stationlrer Prozesse mit Systemen gewthnlicher Differential-
gleichungen (unter Nebenbedingungen) betrachtet. Die zur
numerischen Ldsung der dabel auftretenden diskrctisierten
pI-Randwertprobleme entwickelten Methoden sind auch fiir gro-
fe Systemé geeignet. Die Modellierung mit partiellen Diffe-
rentialgleichungen fihrt durch Diskretisierung auf gleich-
artige Problemstellungen. viele Resultate zur numerischen
Lbsung diskretisierter PI-Randwertprxobleme sind deshalb bei
partiellen pifferentialgleichungen unmittelbar anwendbar.

pie Arbeit gliedert sich in fUnf Kapitel.

Im ersten Kapitel wird die zu behandelnde Aufgabenstellung
anhand des Problems der Tdentifizierung chemischer Reakti-
onssysteme eingefiihrt und eine allgemeine Grundaufgabe for-
muliext, die zahlreiche fiir die praxis wichtige Erfordernisse
einschlieft. Erweiterungen auf semi-infinite & ~-Approxima-
tions- und‘steuerungsprobleme werden diskutiert und prinzi-
pielle L8sungsansétze angegeben.

Das zweite Kapitel diskutiert zun¥chst die hexkdmmlichen
Anfangswertproblemtechniken und zeigt deren Schwichen an Bei-
splelen auf. Als Alternative wird ein Randwertproblemansatz
entwickelt und anhand eines Mehrzielverfahrens fiix die allge-
meine Grundaufgabe dargestellt. Wohldefiniextheit wird ge-
zeigt und ein Stabilititskriterium flir die Gitterwahl herge-
leitet. Die Anwendung dieses Grundkonzeptes auf andere Dis-
kretisierungen - Kollokation als FE-Methode, pifferenzenver~
fahren und alternierendes Mehrzielverfahren - wird anschlie-
Bend ausgefithrt.

gur LBsung diskretisierter PI-Randwertprobleme wird im

dritten Kapitel ein Verallgemeinertes GauB~Newton- (VGN—) Ver-
fahren flir gleichungs~ und ungleichungsbeschriinkte Ausgleichs~
probleme vorgestellt. Die Einftthrung einer verallgemeinerten
Inversen erlaubt eine einheitliche lokale Konvergenztheorie
flir beschrinkte und unbeschrinkte Probleme.
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Eine der Konvergenzvoraussetzungen wird als gewichtete Lip-—
schitzbedingung an diese verallgemeinerte Inverse formuliert,
die als hinreichend flr strikte Optimalitit und notwendig fir
die Erfdillung eines statistischen Stabilititskriteriums bewie-
sen wird. Globale Konvergenz wird gezeigt und eine effektive
Schrittweitensteuexrung flir das gedimpfte veN-Verfahren herge-
leitet. Flr besonders kritische Probleme wird ein Fortsetzungs-
verfahren flir ungleichungsbeschrinkte Ausgleichsprobleme mit
automatischer Bestimmung der Homotopieschrittweite eingeflihrt
und dessen purchffihrbarkeit nachgewiesen.

pas vierte Kapitel behandelt Aspekte dex numerischen Reali-
sierung. Rekursive Methoden zur Erzeugung und L8sung lineari-
sierter PI-Randwertprobleme werden herveleitet. Die Norm der
ve;allgemeinerten Tnversen des diskretisierten problems tixd
durch gitterunabhdngige Schranken abgeschitzt, die die Sensi-
tivit#t des kontinuierlichen Problems gegeniiber st¥rungen be-
schreiben, und damit Stabilitit des RWP-Ansatzes bewlesen.

Ein effektiver Algorithmus zux niherungsweisen Berechnung von
Kovarianzmatrix und Xonfidenzbereichen fiir Parameter und Zu-
standsgrtfen wird behandelt. MBglichkeiten der Regularisierund
singulfrer und inkorrekt gestellter Aufgaben durch eine Erwei-
terung des VGN-Verfahrens auf mehratufige Ausgleichsproblema
werden angegeben.

Flr den Einsatz von Integrationsverfahxen mit variabler Ordnung
und Schrittweitensteverung wird eine effiziente und stabile
form der (internmen) numerischen pifferentiation angegeben.
gchlieBlich wird der EinfluB des piskretisierungsfehlers bei
pr-Randwertproblemen auf den (globalen) L8sungsfehler und auf
die Konvergenz eines {gestbrten) VGN-Verfahrens analysiert

und auf die Herleitunyg einer adaptiven Genauigkeitssteuerung
bei Mehrzielverfahren angewandt.

pas abschlieBende fiinfte Kapitel behandelt Anwendungen der
zuvor entwickelten Randwertmethoden auf Parameteridentifi-
zierungsprobleme unterschiedlicher Gr¥Benordnung und unterxr-
schiedlichen Schwierigkeitsgrades aus der chemischen Reakti-
onskinetik und den piowissenschaften. Hinzu kommen drei
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schwierige Testprobleme. Verwendet wird dabei der in der Pro-
grammfamilie PARFIT realisierte Mehrzielalgorithmus, der unter
den Gesichtspunkten Effizienz, Zuverlissigkeit, Stabllitdt und
allgemelner Anwendbarkeit getestet und mit anderen Verfahren

verglichen wird.

Fir die Unterstlitzung und FBrderung dieser Arbeit danke ich
meinen Lehrern prof. Dr. R. Bulirsch und Prof. Dr. J. Frehse
sehr herzlich.
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1. PARAMETERIDENTIFIZIERUNG BEI DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung der Aufgaben-
stellung, zu deren Behandlung im Anschluf numerische Methoden
entwickelt und analysiert werden.

Nach einer Einflihrung anhand des Problems der Identifizierung
chemischer Reaktionssysteme wird eine sehr allgemeine Grund-

aufgabe formuliert, welche zahlreiche flir die praktischen An-
wendungen relevante Erfordernisse berlicksichtigt.

AnschlieBend werden Erweiterungen eingeffihrt, die den allgemei-
nen Fall semi-infiniter und infiniter & -hpproximation ein-
schliefen, und es wird gezeigt, wie sich solche Probleme als
Aufgabe der Optimalen Steuerung mit den dort in den vergange-
nen Jahren entwickelten und bewdhrten Methoden grundsitzlich
l8sen lassen.

An dieser Stelle sei noch auf eine weitere, nunerisch sehr an-
spruchsvolle Klasse inverser Steuerungsprobleme verwiesen, die
urspriinglich den Anstof zur Entwicklung der vorliegenden Ver-
fahren gab und sich ebenfalls in das hier formulierte Grund~-
problem einoxdnen l#st.

1.1 Identifizierung chemischer Reaktionssysteme

Die Kinetik chemischer Reaktionssysteme und ihre Identifizie-
rung hat flr die chemische Forschung und auch die industrielle
Produktion in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung ge-
wonnen.

pas in diesem Abschnitt vorgestellte Problem ist daxtiber hinaus
charakteristisch filr viele weitere Anwendungen in den Biowissen-
schaften, der Medizin, der Geophysik und anderen Gebieten,




-2 -

Ein System chemischer Reaktionen in den Spezies Cy

3
ot
i
1 — t.1.
gijcj,_r )J;rijcj (1.1.1)
Py

i: Index der chemischen Reaktion
3: Index der beteiligten Spezies

entspricht bekanntlich einem Differentialgleichungssystem fiir
den Vektor c¢(t) der Xonzentrationen der an dem chemischen
ProzeB beteiligten Spezies

& = f(t,c,p) . (1.1.2)

Nach dem Massenwirkungsgesetz gilt etwa

€y = g(rij—lij) R, (c,p) (1.1.3)

mit den Reaktionaraten

l r
1 13 » 13
R, (c,p) = p; N C -p, Nc
4 ' (1.1.4
1§ £ 1° )

die rechten Seiten des Differentialgleichungssystems sind also
Polynome in ¢ =~ und daher im allgemeinen nichtlinear - und
linear in den Parametern p , den Reaktionskoceffizienten (siehe
z.B. (1.1.6)). Abhlingig vom Reaktortyp und m8glichen HuBeren
Steuerungen kdnnen zus&tzliche Terme auftreten. Die Reaktions-

koeffizienten hingen iber die {modifizierte) Arrhenius-Gleichung
von der Temperatur ab

B, -E,/T
p(m) =n 7 te !

. (1.1.5)
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Bei nicht-isothermen Reaktionen muB dieser Ausdruck flr py
in (1.1.2) eingesetzt werden. Es ergibt sich dann eine Nicht-
Jinearitit der Differentialgleichung in den neuen Parameter-
vektoren A, E und B .

Sind alle Parameter bekannt, ist der verlauf der chemischen
Reaktion vollstindig durch die pifferentialgleichung (1.1.1)
bestimmt, wenn die Anfangskonzentrationen {und evtl., das Tem-~
peraturprofil) gegeben sind. In diesem Fall liegen dann
komplexe Untersuchungen wie die optimale Steuerung chemischer
prozesse im Bereich des M&glichen.

In einigen F#llen lassen sich Reaktionskoeffizienten direkt
aus der Messung chemischex Elementarreaktionen bestimmen.
Allerdings sind diese Resultate meist nicht ausreichend, cen
ProzeBverlauf grofex, zusammengesetztex Reaktionssysteme 21
beschreiben (siehe z.B. die Diskussion in Geiselex, Bar-El.
[52]).

In solchen F¥llen sind daher die Werte der Parameter a priori
unbekannt, und nur Messungen des verlaufs der chemischen Resk~
tionen zug#nglich. Das Problem besteht dann darin, die Para-

meterwerte aus diesen Daten zu identifizieren. piese Aufgaben-
stellung ist offenbar eine Umkehrung des klassischen Anfangs-
wertproblems, n)xan spricht daher von einem inversen problem.

penitrogenisierung von Pyridin

pas folgende auf Zwaga [105] zurfickgehende Problem mige als
Illustration dienen. Bei vielen industxiellen chemischen Pro-
zessen entstehen als Nebenprodukt grofie Mengen wvon Pyridin.

Da Pyridin einen Stickstoffantell hat, fitlhrt seine Verbrennung
zu einer erheblichen Schadstoffbelastung der Luft. Verfahren
zu seiner Wiederverwertung sind daher von groSem Interesse.
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Ein chemischer ProzeB8, der Pyridin mit Hilfe dreier Katalysa-

Ein Riccati-Differentialgleichungssystem beschreibt den zeit-
toren in Ammoniak und Pentan UberfUhrt, wuxrde vor kurzem von

lichen Verlauf der Reaktionen
einer Arbeitsgruppe der TU Enschede (Niederlande) entwickelt.

Ammoniak dient als Ausgangsstoff zur Dlingemittelherstellung, Pyridin . A

H = —p1ﬂ + pr
pPentan ist ein hochwertiger, stickstofffreler Brennstoff,
Piperidi : B =pA-p,B-pBC+p,D-pgB+
wihrend des Prozesses treten sieben Spezies auf, das Reaktlons~ per n Py Py P3 Py Pg
schema ist in Abb. (1.1) wiedergegeben. : +p1°D'F
Pentylamin : ¢ = sz-p3B'C— 2p4C-C-p6C+
Py +p8E+p10D-F+2p”E-F
N~Pentylpiperidin -  Piperidin
(+H,) + P . (1.1.6)
Pg entan  (Pented) N-Pentylpiperidin: D = pyB:C-pgD~p,D- Py F
{+1,) Py
P + Piperidin X . o EeF
10 - Ammoniak Dipentylamin : E = pdc-c+p50 PgE = Pyy
By .
(+3H,) P, ) Pg Ammoniak H F = pyBeC+ p,CeCH PgC - Pyl F -
pyridin ——=|Piperidin —— Pentylamin -———— Ammoniak
N (+H,) +H,) - Py E*F
Py 2 2 + Pentan
P11 + Pentylamin {Penten} p . :
entan H G C+p,D+pLE
p, - hmmoniak = PgCT PP TRy
A 4 pie sieben Variablen A,B, ..., G entsprechen den Konzen-
Dipentylamin Pg —_— pentylamin . trationen der sieben Spezies, die Parametex P,y . <. ¢ Pqy
(+H2) + Pentan (Pentest sind die Reaktionskoeffizienten. Der ProzeB ist isotherm bel

350° K und 100 atm Druck, auf die Arrhenius-Form kann also
verzichtet werden.

Alle Parameter sind unbekannt, aber es sind 84 MefSwerte - alle
Spezies gemessen an 12 MeSpunkten tj = 0,05, «.. 5.0,5.5

- gegeben.
Abb, 1.1 Denitrogenisierung von Pyridin - Reaktionsschema
[

Numerische Ergebnisse flir dieses Problem werden in Abschnitt
5.2 beschrieben.
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1.2 Formulierung eines allgemeinen Problems

Die in dieser Arbeit behandelten Parameteridentifizierungs—
probleme sind stets charakterisiert durch eine Nodelldifferen-
tialgleichung fUr die Zustandsvariablen x(t)

X = £(t,x,p) » (1.2. 1)

deren rechte Seite von einem Parametervektor p abhlngt. Ge~
geben sind ferner MeBuwerte ng flir die Zustandsvariablen
oder allgemeinexr flir Funktionen derselben

“1j - gij‘X(tj)'p).+cij ) (1.2. 2%

die zu 2eiten tj (den MeBpunkten) in einem Zeitraum {to,tfl
erhoben wurden und mit einem MeBfehler ‘15 behaftet sind.

Die Funktionen gij sind meist von einfacher Gestalt, sie re-
pr¥sentierxen einzelne Komponenten *j oder Linearkombina~
tionen. Ihre Abhingigkeit vom Mefpunkt tj ist aber typisch
(z.B. durch fehlende MeBwerte).

In vielen F#llen gehen einzelne Parameter nur in die Differen-
tialgleichungen explizit ein, andere sind reine Becbachtungs-
parameter und gehen nur in g ein. Bei der Implementierung
eines L8sungsalgorithmus kann dies zu Rechenzeit- und Speicher-
platzeinsparungen ausgenutzt werden.

Im {ibrigen sei ausdrilicklich darauf hingewiesen, dap die unab-~
hingige Variable keinesfalls die physikalische Zeit sein mus,
auch wenn im folgenden dieser Begriff verwandt wirdl

Wahl der Schitzfunktion

Pie unbekannten Parameter p sind so zu bestimmen, das der

-7 -

gemessene (beobachtete) Ablauf des Prozesses durch das Modell
"optimal® wiedergegeben wird. Als Optimalit&tskriterium sind
verschiedene Ans&tze mdglich.

Sind die Mefifehler cij unabhingig, gormalverteilt mit Mittel-
wert Null, und sind ihre Variaenzen Uij bekannt (ggf. bis auf
einen gemeinsamen Faktor 82 ), ist ein angemessenes Z2ielfunk~
tional durch

: i -2 - 2
£,(x,p) : 1?3 Uij(“ij gij(X(tj):p)) (1.2.3)

gegeben. Die Minimierung der gewichteten Fehlerquadrate lie-
fert dann einen Maximum-Likelihood (ML)-Schdtzer fir den un-
bekannten Parametervektor, d.h. die Schétzung reproduzie:t
die spezielle Stichprobe mit gr&S8ter Wahrscheinlichkeit.

Die folgenden Kapitel konzentrieren sich weitgehend auf dieses
Zielfunktional, das auf Gau8(1) zurlickgeht. Synonym werden
hierfiir auch die Begriffe least squarea Problem, Lz-Appramiman
tions~ oder Ausgletchsproblem verwendet. Die obigen statisti-~
schen Annahmen seien dann stets vorausgesetzt.

Sind allgemeiner die MeBfehler korreliert mit bekannter (posi-
tiv definiter) Kovarianzmatrix C , ist C“1 als Gewicht zur
Definition eines (1.2.3) ersetzenden Skalarproduktes zu ver-
wenden, um einen ML~Schiitzer zu erhalten.

Probleme mit besonderen Eigenschaften

Im folgenden wird auf einige zus¥tzliche Komplikationen hinge-
wiesen, die in "real I7fe" Problemen sehr oft vorkommen, und
deshalb in einem praktisch verwendbaren Algorithmus berlick-
sichtigt werden miissen.

(1)C.F. GauB: Theoria motus corporum coelestium (1809)

o
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a) Unstetigkeiten im dynamischen ProzeB

Hiufig werden dynamische prozesse nicht durch Differential-
gleichungen mit glatter rechter Seite beschrieben, sondern
durch Differentialgleichungen,mit Schaltbedingungen

x = £(t,%x,pi0(t,x,p)) (1.2.4)

bei denen sich die rechte Seite bel einem Vorseichenwechsel
g¢iner Schaltfunktion Qi unstetig #ndert. Sprlinge in £

treten etwa als Folge JuBerer Eingriffe in den Ablauf eines
Experiments auf, aber auch in *natfirlicher” wWeise durch sprung-
hafte Xnderung physikalischer Gesetze bei Uberschreitung von
Schwellwerten, wobel Schaltpunkte implizit charakterisiert

sind duxch

Q(t,x,p) = q(x,p) =q = 0 {1.2.5)

z.B. in der Schaltwerkdynamik einer U-Bahn. Im einfachsten
Fall sind die Schaltpunkte t explizit bekannt, dies 1HBt
sich (formal) durch Schaltfunktionen des Typs

Q(t,x,p) = t-t =0 (1.2.6)

beschreiben.

Auch Unstetigkeiten der Zustandsvariablen x selbst sind
m8glich, wenn etwa Konzentrationen in einem chemischen ProzeB
durch Hinzufiigen von Substanzen sprunghaft ge¥ndert werden:

x(£4+) = x(E-) +h (€, x(£-),p) (1.2.7)

Auch hier kann der Zeitpunkt explizit bekannt, oder implizit
durch eine Schaltfunktion gegeben sein.

Man beachte, daB in vielen Fillen selbst flir im weitesten
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Sinne “stetige™ physikalische Prozesse ein "unstetiges" mathe-
matisches Modell einfacher, und auch unter analytischen und
numerischen Gesichtspunkten (Existenz, Kondition) besser ge-
eignet sein kann.

b) Fehler in den unabhéingigen Variablen

Sind fiir einige der MeBpunkte tj selbst nur Mefiwerte 8

2

3
mit Fehlern cg der Varianz (°§) bekannt

§ g (1.2.8)

k¥nnen sie als zusdtzliche unbekannte Parameter aufgefa’t wer-
den. 2Z2um Zielfunktional ist dann der Term

t, -2 2
g(uj) (Bj—tj) (1.2.9)

zu addieren. Die nunmehr variablen MeBpunkte lassen sich als
spezielle Schaltpunkte auffassen.

Durch die niherungsweise Ersetzung
t
t.) - x(8 8 W2,
x(ty) = x( j) +Egfd j,x(ej).p) (1.2.10)

liefe sich dies vermeiden, die MefSfehler wiren dann aber nicht
mehr unabhlngig. (FUr einen allgemeinen Zugang zur Behandlung
solcher Probleme im Rahmen des "total least squares" Ansatzes
siehe Golub [53]).

Man beachte, daf sich MeBpunkte, die von vornherein fmplizit
gegeben sind - z.B. wie in (1.2.5) als Funktion der abhingigen
Variablen - vollkommen analog behandeln lassen!
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c) Nebenbedingungen

oblemen treten als Einschrénkung des Modells zy-

pel vielen PX .
benbedingungen an Parameter und Zustapds-

sitzliche Gleichungsne

variable auf

e(tj.x(tjhp) =0, (1.2.11)

beispielsweise wenn in chemischen Reaktionen der Quotient von
Reaktionskoeffizienten adurch thexrmodynamische Gesetze bekannt
ist (siehe Geiseler, par-ELL [52], Milstein, Bremermann (73]},
oder wenn fiir einige Zus tandsvariablen Rand- oder Anfangsbe-
dingungen ala Teil des Modells exakt gegeben sind. Natlirlich
sind solche a priori Kenntnisse nicht notwendig fehlerfrei,

so daf sie gegebenenfa'lls als Mepdaten zu berlicksichtigen sind.

Umgekehrt kann es gelegentlich sinnvoll sein, MeSdaten mit
extrem kleinen Varianzen als Gleichungsbedingungen aufzufassen,
un eine schlechte numexrssche Kondition des Identifizierungs-

problems zu vermeiden.

In manchen Tdentifizierungsaufgaben sind Ungleichungsnebenba~
dingungen zu erfilllen

(1.2.12)
u(tj,x(tj),p) 20 .,

2z.B. um Positivitdt von Parametern zu garantieren. Obwohl sol-
che Restriktionen manchmal durch geeignete Transformationen
berlicksichtigt werden k¥nnen, ist ihre explizite Behandlung oft
unumginglich.

d) Stabilititseigenschaften der Differentialgleichungen

In vielen Anwendungen stellen die Stabilitstseigenschaften dex
Dif 'zgrentialgleichungen hohe Anforderungen an die numerischen
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Methoden.

Fast alle Systeme chemischer Reaktionen filhren auf steife Dif-
ferentialgleichungen, gekennzeichnet durch langsame und sehr
schnell abklingende Reaktionen. Steifheit ist z.B. auch zu er-
warten, wenn (1.2.1) Folge riumlicher Diskretisierungen para-
bolischer Differentialgleichungen ist. Noch schwieriger sind
Probleme mit gleichzeitig stark anwachsenden und stark geddmpf~
ten Komponenten (singuldre St¥rungen!), bel nichtlinearen Pro-
blemen k¥nnen die Stabilitdtseigenschaften natlirlich auch in
verschiedenen Abschnitten einer L¥sung varlieren,

Die numerisch adfiquate Behandlung solcher Differentialgleichun-
gen exfordert besondere Techniken, siehe z.B. Kap. 4,5.

Allgemeines Grundproblem

pie vorangegangene Diskussion li8t sich zu einem sehr allge-
meinen Parameteridentifizierungsproblem bei Differentialglei-
chungen zusammenfassen, flir das in den néchsten Kapiteln nume-
rische Methoden entwickelt werden.

Problem PI1 :

n
Gesucht sind ein Parametervektor pe€R P und eine stlickweise

n
stetigel Trajektorie x: [t ,t;] = R @, die das Zielfunktional

Ly = lirg(x(t,),eenex(ty ) plily (1.2.13)

minimieren. Die Funktion r habe dabei n

7 1 Kompenenten,

mso normalisiert, dag x{t-) = x{(t)
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die Melbedingungen. pie Punkte tj mit

£, g < aee € ty < tg (1.2.14)

seien explizit bekanné‘h oder implizit als die Nullstellen je-
wells einex Schaltfunktion Q4 gegeben ("Schaltpunkte”)

=0 . 1.2.15
Q(j)(tj’x(tj)'p) ( )

pie LBsung erfiille £.4. das Differentialgleichungsaystem mit
Schaltbedingungen der Dimension n,

x = £t,x,piQ(t,Xx,P)) auf  [t,,t,] (1.2.162)

mit der Darstellung

X =3 f(j)(t,x,p) auf ]tj’tj§1l . (1.2.16b)
die Sprungbedingungen
x(tj+) - x(tj) +'hj(tj,x(tj),p) ’ (1.2.17)

sowie die n, Gleichungsbedingungen
rz(x(t1),...,x(tk),p) = 0 (1.2.18)
und die ng Ungletchungasbedingungen (komponentenweise)

rylxltyde..eoxlty),p) 2 0. (1.2.19)

(1)

man beachte (1.2.6)
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Problem PI1 umfafit alle zuvor genannten Schwierigkeitsgrade
und geht zum Teil noch dariiber hinaus. So diirfen die MeB-,
Schalt~-, Sprung- und Nebenbedingungen in allen Punkten t_
wirksam sein, die MeB- und Nebenbedingungen sind auBerdem als
nicht-geparierte Funktionen der Trajektorie in allen diesen
Punkten zugelassen,

Bei inversen Steuerungsproblemen kann dieser Fall auftreten,
bei der Parametexidentifizierung aus experimentellen MeBdaten
ist dies seltener der Fall.

pa die genannten Bedingungen im konkreten Problem nicht alle

gleichzeitig und nicht immer in allgemeinstex Form auft.reten,
fithren die vorgesehenen Mdglichkeiten zu Fallunterscheidungen
in der Implementierung des Algorithmus zu vereinfachungn und
Einsparungen.

Alternative Schitzer

In der Literatur werden in anderen Anwendungszusammenhdngan
auch andere zielfunktionale als die 12-Norm benutzt, wie das
allgemeine 1q~21e1funktional

2 = - t 4 1.2.20

q P 35'811("11 ay 4 (elEg) P IT ( )
1sqem=

mit der Summe der Abweichungsbetxdge (11) als bedeutsamsten

Spezialfall neben Lz , und dem Grenzfall des Chebychef~ oder
Minimax-Pxoblems

-1
L_(x,p) = max ly,sln,s -9 (x{t.),p))t . (1.2.21)
A TRAEE RS B E Rl

11 und % haben einige spezielle Eigenschaften, die sie
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numerisch interessant machen. Unter bestimmten Regularitits-

voraussetzungen fithrt die 2 _-Optimierung auf eine 1L6sung, in

der genau n+1 der gewichteten Abweichungen den Maximalwert

annehmen, wihrend fiir die 21—Optimierung genau

n Abweichun~
gen verschwinden, die Lisung also n

Hefwerte interpoliert.

Dabei ist n = n,-n_. gerade die zahl der verbleibenden
Frelheitsgrade, wobei n

v = nd+np die Differentialgleichun-
gen und Parameter,

con die Gleichungs- und aktiven Unglei-
chungsbedingungen z#hlt. Die L¥sung wird also nur durch wenige
"beste” t!.1) bzw. "schlechteste” (& )

n

Mefwerte bestimmt.

Belde Fille sind im Rahmen der behandelten Probleme von unter-
geordneter Bedeutung, da sie unter den obigen Annahmen stati-
stisch nicht signifikant sind. 2

liefert nur fir gleichver-
tellte Fehler mit Maximum Yy

eine ML-Schdtzung, ’“q ist
Verteil -~ q
ungen des Typs nij exp ( 'Bijcij' )  zuzuordnen.

Ein allgemeines Verfahren zu ihrer Behandlung wird im ndchsten
Abschnitt beschrieben, ein im "reguliren” Fall besonders effi-
zienter Ansatz wird in Kapitel 5 kurz skizziert.

1.3 Optimale Steverung, semi-infinite und infinite Parameter-
identifizierung '

Als Optimierungsproblem mit Differentialgleichungen als Neben-
bedingungen ist das Problem PI1 ein Spezialfall der Optimalen
Steue:png und deshalb mit den dort entwickelten und bewlihrten

“en und numerischen Methoden grundsitzlich behandel~
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Ein "indirekter" L&sungsansatz

Filhrt man die Hamiltonfunktion

= A
B(t,%,p,2) = AT 5y (t,x,p) (t € th.tjnl) (1.3.1)

und die Funktionen (xj = x(tj))

{ 2
G(x.l,...,xk,p) = °o”r‘i<x1""’xk’p) ||2 +
T
+ o rz(x.l,...,xk,p) +

(1.3.2)
+ B'r3(x1,... Xy s P)

Pj (tj,xj,p) = va(j) (tj.xj.P) - uj(hj (tj,xj,p)*xj\

ein, wird eine optimale L3sung x(t) ,p durch die Existenz von

adjungierten Variablen A{t) und aoz 0,a,B,v,u charak-

terisiert, die lings dieser Lbsung den adjungierten Differen—
tialgleichungen

AT = - 3H(t,x,p:A)/3x (£.4.) (1.3.3)

= e T
X f(j)x(t,x;l?) '

und den Sprung- bzw. Stetigkeitsbedingungen Filxr A(t) und

H(E) & H(t,x(t),pad(t)) (3=1,...0%)

A(tj+) =¥ 1(1:3—) = - a[:;-wj]/axj '

(1.3.4)

Aey-) = Algy+) =0, und stetig sonst




- 16 -

sowie (3 = 1,....k)

H{t = ~) - 3P, R
( j+) H(tj ) QPJ/BtJ

(1.3.5)
H(t1~) = Hity+) = 0, und stetig sonst

geniigen.

Auferdem sind die Vorzeichenbedingungen flr die Ungleichuﬁgs—
bedingungen

By 20 ,  Bixa(x(t),....x(ty),p) = 0 (1.3.6)

zu erfiillen. Dazu gelten die Stationarit#tsbedingungen

tk k
0 = [ om(t,x,p,\)/0p at-[{G+ | P;] (1.3.7)

fiir die Parameter.

Das Parameteridentifizierungsproblem PI1 fihrt zusammen mit
den notwendigen Optimalititshedingungen (1.3.3-7) (und ohne
die least squares Bedingungen (1.2.13)1) auf ein numerisch

sehr anspruchsvolles Mehrpunktranduertproblem mit Schalt- und
Sprungbedingungen (kurz MPRWP).

Geeignete Verfahren zu dessen direkter L¥sung sind in ent-

sprechenden Versionen der Mehrzielmethode (z.B. Bulirsch [28],
Bock [16)]) entwickelt worden.

Man beachte, daB sich die adjungierten Variablen o,V , ¥ in
der Regel - wie bel "gewBhnlichen" Steuerungsproblemen = aus

{(1.3.2,4) zugunsten expliziter Sprung- und Mehrpunktbedingungen
fir A(t) eliminieren lassen.

semi-infinite und infinite Approximationsprobleme

Bisher wurden als Zielfunktional ausschlieBlich diskrete Semi-
normen % betrachtet, die nur die Approximation endlich vie~
jer MeBwerte zulassen. Allgemeiner lassen sich auch Zielfunk-
tionale "kontinuierlichen" Typs fiber die Funktionenraumnormen

t

k
2 (x/p) = urf(t,x(c),p)ugdt (1gqg<=), (1.3.8)
t
1

mit dem Chebychef- oder Minimax-Grenzfall

L (x,p) = max urﬁ(t,x(t),p)u (1.3.9)
tE[t1,tk] b

einflthren (gegebenenfalls in Verbindung mit diskreten Approxi-
mationstermen, oder auch als Kombination verschiedener Normen
bzw. Seminormen).

In dieser Klasse von Approximationsproblemen ist auch die Iden~-
tifizierung von Parxametern aus kontinuierlichen MeBdaten be-

handelbar, in der gewichtete Abweichungen der L¥sungen von Mes—
sungen des Typs

w(t)(niit)—gi(t.x(t),p)) (1.3.10)

zu minimieren sind.

Als weitere Verallgemeinerung lassen sich su identifizierende
Funktionen u(t) (mit Wertebereich U ) einflihren, die den
Prozefverlauf Uber die erweiterte Modelldifferentialgleichung

x(t) = £(t,x(t),p,ult)) (1.3.11)

beeinflussen. Entsprechend k&nnen solche kontinuierlichen Para-
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meter oder Steuerungen auch explizit ins zielfunktional bzw.
in Gleichungs- und Ungleichungsbedingungen eingehen, die dann
i.a. ebenfalls kontinuierlich sind. Probleme dieses Typs nennt
man infinit; treten keine Steuerungen, sondern nur endlich

viele Parameter auf, spricht man vom semi-infiniten Fall.

7y identifizierende Funktionen treten in der rarameteridenti-
fizierung z.B, bel der Bestimmung geologischer Strukturen aus
Schalldurchgangszelten auf (Pereyra, Keller, Lee (80] , siehe
auch Reiners [83] ftir eine Behandlung dieses Problems mit den
in dieser Arbeit entwickelten Methoden).

Probleme mit "kontinuierlichem® Zielfunktional sind nicht
typisch flr die Parameteridentiflzierung aus Mepdaten, aber
sie treten in natlirlicher Weise auf, wenn Approximationen vor=
gegebener Funktionen mit L8sungen von pifferentialgleichungen
in Regelungsaufgaben oder Designproblemen zu bestimmen sind.

Man beachte, daf die Formulierung eines infiniten Problems
einige Sorgfalt erfordert! So mlissen etwa die geforderten Glatt-
heitsefgenschaften von wu bericksichtigt werden, indem gege—
benenfalls Ableitungen htherer Oxdnung als "eigentliche” Steue~
rungen gewihlt werden (mit geeignet beschriénktem Wertebereich) .,
Die Dimension des Zustandsraums wird hierdurch erhtht.

Im tibrigen muB eine Ldsung des infiniten Problems trotsz zu-
sltzlicher Nebenbedingungen nicht exzistieren, oder nicht ein-—
deutig bestimmt sein (Uberparametrisierung!). Bei Tschebyscheff
problemen ist letzteres durchaus charakteristisch (Bock [203).

A
1;1:: dis infinite bzw. semi-infinite Approximationsproblem
sich mit den Methoden der Optimalen Steuerung l¥sen.

Bel einem erweiterten %ielfunktional des Typs

o= Hr {x(t,), W2 <
2 e x{t ),
1 1 tk p) |l2+t':f1llx;'.I (t,x(t) ,p[,u(t)])llgdt (1.3.12)
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peisplelsweise ist die Hamiltonfunktion dann gemd 8
Hit xopeAl,ul) = @y ll:“’(t.x,p[,ul) \|§'+ 2ee,xplull, (1.3.13)

zu definieren, woraus sich Modifizierungen der adjungierten
pifferentialgleichungen (1.3.3) und der stationarititsbedingun—
gen (1.3.7) ergeben. pie {ibrigen Bedingungen bleiben unverdndert
bestehen. Die Steuerungen u(t) bestimmt man mit Hilfe des
Maximumprinzips aus der Vorschrift

ult,x, A, p) = arg max H(t,x,p,XeV) o (1.3.14)

vEU

und eliminiert sie damit aus den Zustands- und den adjuncierten
pifferentialgleichungen, so daB wieder ein 'gewﬁhnliches" Mehx-
punktrandwertproblem mit Schalt- und Sprungbedingungen entsteht.

Im Falle der .i.]— oder Z.‘—Approximation verfihrt man wie folgt:
purch Einflihrung eines Hilfsparameters E: 158t sich das Cheby-
chef-uelfunktional (1.3.9) Hquivalent ersetzen durch

~

I =p (1.3.15)
mit den zusitzlichen Ungleichungsnebenbedingungen
(1.3.16)

-p < 5, (e,xte), Rl < P -
pas £ - und speziell -51-zie1funktiona1 transformiert sich durch
die Einflhrung zusltelichar Bilfssteuerungen Gi(t) zu

" t

K -
- q 3.7
tq {'1§u‘(t) (1.3.17)

mit den zus¥tzlichen Ungchchunqsnebenbedingungen
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-uy () £ oYy texe),pliue)]) < ug(e) . (1.3.18)

°0

Analog 148t sich natiirlich der diskrete Fall !'q ¢ & behandeln!

Die transformierten Probleme (1.3.15, 16) bzw. (1.3.17,18) sind
Aufgaben der Optimalen Steuerung mit Zustands- und Steuverungs—
beschrinkungen, wie sie durch kontinuierliche Nebenbedingungen
der Form

rg(t,x(t).p[.u(t)]) = 0
(1.3.19)
£ txe)plou(e) ) 2 0

auch unmittelbar gegeben sein k¥nnen. Ihre numerische Behand-
lung fthrt wiederum auf MPRWP mit Schalt~ und Sprungbedingungemn.

Auf eine detaillierte Beschreibung der numerischen Vorgehens-—
weise bei der L¥sung soicher - absolut nicht-trivialen - Auf-
gaben sei hier verzichtet, entsprechende Methoden sind an ande-
rer Stelle bereits ausfithrlich beschrieben und angewandt worden,
einen Uberblick {iber beschrinkte Stenerungsprobleme findet man
z.B. bei Bulirsch [287] und Bock [14] und [20], wo insbesondere
auch der Tschebyscheff-Fall behandelt wird.
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2. EIN RANDWERTPROBLEMANSATZ 2ZUR PARAMETERIDENTIFIZIERUNG
BEI SYSTEMEN GEWUHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Der erste Abschnitt skizziert zun¥chst kurz den verbreiteten
L8sungszugang durch Anfangswertproblemsimulation und disku-
tiert dessen Schwichen am Beispiel zweier Testprobleme.

Als Alternative wird im zweiten Abschnitt ein Randwertproblem-
ansatz entwickelt und anhand eines Mehrzielverfahrens flir die
allgemeine Problemklasse {PI1] dargestellt. Wohldefiniertheit

wird gezeigt und ein Stabilit¥tskxiterium flir die Wwahl der
Stlitzstellen hergeleitet.

Der dritte Abschnitt zeigt, wie sich das Grundkonzept dieses
Ansatzes auf andere Randwertmethoden tibertragen 188t, und
fuhrt dies fiir die wichtigsten numerischen Verfahren aus.
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2.1 Der Anfangswertproblemansatz

per einfachste - und vielleicht auch nichstliegende - Ansatz
zur numerischen Behandlung von Parameteridentifizierungspro-
blemen bei Differentialgleichungen besteht (bei fehlerfrei
bekannten Anfangswerten) in der wiederholten L&sung des An-
fangsuvertproblems (AWP) fir feste Parameter innerhalb einer
iterativen Prozedur zur Anpassung der Parameter, um die Appro-
ximation zu verbessern. Das inverse Problem wird also wieder
auf eine Folge von AWP zurlickgef(thrt. Von den zahlreichen Va-
rianten des AWP-Ansatzes seien hier nur einige typische er-
wihnt.

Charakteristisch flir die Praxis der Anwender sind dabei bis
heute ad hoo Anpassungen der Parameter. Frithe Beispiele hier-
fdr sind etwa die Untersuchungen von Heinmets [58) tber enzym-
kinetische Modelle, bei denen das AWP durch Analogcomputer
simuliert wird, und Garfinkels Arbeiten Uber biochemische Sy~

steme {50], die numerische Integratoren konstanter Schritt-
weite und Ordnung verwenden.

An neuen Verfahren des AWP-Typs ist vor allem der Algorithmus
von Milstein [71,72] hervorzuheben, welcher das Integrations—
verfahren von Gear [51) in Verbindung mit einer verfeinerten
Zufallsxichtungsoptimierungsmethode von Bremermann [25] ein-

setzt. Ein Vorliufer dieses Verfahrens ist der Algorithmus von
Swartz, Bremermann [99].

Milsteins Verfahren hat in jlingster 2eit vor allem in der che-
mischen Reaktionskinetik eine gewisse Verbreitung gefunden,

vor allem deshalb, weil es ableitungsfrei ist. Demgegeniber

haben sich nicht ableitungsfreie Verfahren wie die von Bellmam
und Mitarbeitern ([ 7 ,8 ,26]) entwickelten Quasilinearisierung
ansitze nicht durchgesetzt, Tatslchlich wurden erfolgreiche An
wendungen nur flir sehr kleine Modellprobleme berichtet ({7 , B,
26]). Das einzige grBfere publizierte Problem (Roth, Roth [B6])!
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mit 12 Differentialgleichungen und 14 Parametern lieferte sehr

schlechte Ergebnisse auch bei HuBerst genauen Startdaten (siehe
auch Kapitel 5.6).

Weitere AWP-Ansitze sind auf spezielle Anwendungen wie z.B.

Kompartimentmodelle (Cobelli, Salvan [30], Bestehorn {11]) zu-
geschnitten.

Es sei ausdrlicklich festgehalten, daB keiner der bekannten AWP-
Algorithmen Probleme der allgemeinen Klasse [PI1] behandeln
kann. Insbesondere die Annahme (fehlerfrei) bekannter Anfangs-
werte und die Nichtberiicksichtigung von Beschrinkungen schlie-
Sen aber viele praktische Anwendungen von vornherxein aus.

Schwidchen des AWP-Ansatzes

Neben dem unbestreitbaren Vorzug der einfachen Realisierbar~
keit hat der AWP-Ansatz zwei schwerwiegende grundsdtzliche
Nachteile, die sich in der numerischen Praxis deutlich zeigen
und durch die theoretische Analyse bestitigt werden.

Zum einen werden duxch die Retinversion des inversen Problems
die Zustandsvariablen x(t) - mit Hilfe der Differentialglei-
chung (1.2.16) -~ zugunsten der unbekannten Parameter p eli-
miniert. Als Folge davon wird jegliche Information Uber den
L¥sungsverlauf, die flir das inverse Problem ja gerade charak-
teristisch ist, aufer Acht gelassen, die Struktur des inversen
Problems wird zerst¥rt. Der hierdurch verursachte erhebliche
Verlust an Effiziens, z.B., durch wesentliche Verkleinerung des
Konvergenzbereiches fiir die Parameter, zeigt sich sehr deutlich
in den numerischen Ergebnissen (siehe Kapitel 5).

Zum andern - und dieser Nachteil wiegt noch schwerer - kann
die Elimination der Zustandsvariablen einen drastischen Ver-
lust der Stabilitdt flr den L¥sungsansatz bewirken. Zumindest
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flr schlechte Startschiitzungen der Parameter, von denen man i
dexr Praxis stets ausgehen muB, kann das (nichtlineare} Anfang
wertproblem schlecht-konditioniert und schwer - oder liberhaupt
nicht - l¥sbar sein, auch wenn das inverse Problem sehr gut
kondjitioniert ist! Dieser Sachverhalt stellt §m tbrigen auch
hohe Anforderungen an das verwendete iterative Anpussungiver-
fahren ~ odexr an die Glte der Startdaten,

Zur Illustration seien zwel einfache, aber aufschlufreiche Tes
probleme aufgefilhrt.

Testproblem 1

Dieses Parameteridentifizierungsproblem ist eine Modifikation
eines Zweipunkt-Randwertproblems aus Bulirsch [28), Ein Modell
differentinlgleichungssystem mit zwei Zustdnden und elnem unbe
kannten Paxameter P sel gegeben durch

;(1 "'Xz ] x1(0) w 0
. R - te(0,1) (2,1.1)
xz-vx1-'(v +p”) sin pt ¢ X, (0) =

FUr den wahren Kert des Parameters p=vw ist die Lisung

x1(t) = gin "t
(2.1.2)
xz(t) = W cos Wt .

MeBdaten werden durch Addition normalverteilten Psendo-Zufalls

rauschens (N(O,Oz),GNO-OS) zur L8sung x(t) an den avsga-
wihlten MefSpunkten tj 20,13 {(3=i(1)10) erzeugt. dDie in
Abb. (2.1.3) dargestellten Exgebnisse fUr den AWP-Ansatz zind
enttiuschend. Wihlt man als Startwert p(O)ﬂ. , bricht die
Integrationsroutine (DIFSYS, Bulirsch, Stoer [27]) bei etwa
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t=0.23... ab (Integrationsgenauigkeit 10-12, Maschinenge~

. -1
nauigkeit 10 6, B =60), und selbst flir den wahren Wert des
Parameters p(o) =% {(bis auf 16 Stellen) wird die Ldsung nur

auf der ersten Hilfte des Intervalls korrekt reproduziert.
Flir diese Trajektorien ist (numerisch) nicht einmal das ziel-
funktional definiert. Das Problem ist mit dem AWP-Ansatz nu-
merisch also gar nicht l8sbar!

2.40 4 (0) =1

P p(o) = gl (n)

1,20 &4

o.50 4 d o

.

" 2 3
+ t +

+ + t
©.90 0,20 06.36 O0.v0 0.50 ©0.80 0,70 D0.80 0,90 100

abb, (2,1.3}) Testproblem 1 ~ AWP-Ansatz,
Starttrajektorien p(o) =1 , p(o) =

Die Ursache hierfiir liegt nicht im Integrationsverfahren: die
Eigenwerte der Stabilit¥tsmatrix fx(t,x(t)vp) sind ).1'2-tu R
und die allgemeine L8sung der Differentialgleichung hat die
Gestalt

xz(o)—p

x.‘(t) = sin pt+e, sinh ptte, cosh ut ; €4 =
v {2.1.4)

xz(t) = p cos pt+eucosh pt+eusinhut 5 €y =X 0 .
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Selbst kleinste Fehler dey Anfangswerte und des Parxameters und
die (unvermeidbaren) Diskretisierungs- bzw. Rundungsfehler wer-
den drastisch verstirkt, die exakte L3sung wird von stark wach-

senden parasitiiren L&sungskomponenten dominiert (vgl. [28])).

Testproblem 2

Das Verhalten eines aus einem Riuber und einer Beute hestehen-
den bkologischen Systems 138t sich durch das folgende Lotka-
Volterra-Modell beschreiben

Xy = —k1x1 +k2x1x2
, te€[o,10] (2.1.5)

X,y = k3x2-k4x1x2

Ein PI-Problem erhilt man, indem man fiir den wahren Wert ki =1
und  x,(0) =0.4 , x,{0) =9,0 die Ldsung auf [0,10] numerisch
berechnet und als MeBdaten die Werte in den MeBpunkten t. =3

(=1 g)10) , gestdrt mit normalverteiltem Pseudozufallsrauschetr
(N{0,06°),0=0.05) , wihlt.

Die MeBdaten und die Starttrajektorie des Anfangswertansatzes
for k=(.5,.5,.5,~.2) zeigt Abb. (2.1.6). Die Ldsung besitzt
eine Singularitit bei t=3.3 , der AWP-Ansatz muB also versagen

Abb. (2.1.6 Testproblem 2

Starttrajektorie des AWP-Ansatzes
. und wahre L&sung

e e [ WY [ ¥ X

wer e
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2.2 Ein Mehrzielverfahren zur Paramcteridentifizierung

Alternativ zum AWP-Ansatz wird in dieser Arbeit das inverse
problem [PI1] als {lberbestimmtes, beschrinktes Mehrpunktrand-
wertproblem mit Schalt- und Sprungbedingungen aufgefagt - und
zwar unabhingig davon, ob das "direkte" Problem auf Grund der
Modellbedingungen (1.2.18) ein Randwertproblem darstellt oder
nicht. Es liegt deshalb nahe, eine stabile und effiziente L8~
sungsmethode aus einer gecigneten Verallgemeinerung des in
Bock [16] beschriebenen Verfahrens zur Behandlung von Mehr-
punktrandwertproblemen zu entwickeln, welches auf dem Mehrziel-
ansatz beruht (cf. Bulirsch [28], Stoer, Bulirsch [97],
Deuflhard [42])}).

£in Verfahren flir diese sehr allgemeine Problemklasse wurle
erstmals vom Verfasser in [15] vorgesﬁellt, und im Progra am-
paket PARFIT realisiert. Anwendungen von PARFIT auf Probleme

der chemischen Reaktionskinetik findet man in Bock [21], auf
inverse Steuerungsprobleme z.B. in Bock, Longman (18], Krimer-
Eis [62] und Schl8der [90). Diese Methode wird im fdlgenden ent~
wickelt und analysiert.

Beschreibung des Mehrzielalgorithmus

Flir ein geeignetes Gittaer *™ von m Stitzstellen Tj

I R N A BTy = Ty Ty (§=1 (1)m=1 ) (2.2.1)

welches das MeBintervall {iberdeckt ([11,rmJ =[to,tf]) , fthrt
man die diskrete Trajektorie {s:i vnx(wj)} als Variable neben
den unbekannten Parametexn p ein. Zu einer gegebenen Schit-
zung des erweiterten variablenvektors (81,...,sm,p) berechnet
man die L8sungen x{t;s;,p) der m-1 unabhdngigen Anfangs~
wertprobleme mit Schalt- und Sprungbedingungen
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X = flt,x,p;0(t,x,p)) , (1) =5,

(2.2,2a}
t€ Ij:n ij,Tj+1] f.U.

x{tg+) = x(ti) + h(i)(ti,x(ti),p)

(2.2.2b}

wenn Q(i)(ti'x(ti)'p) =0

auf jedem Teilintervall I
Parametrisiexung von

bzw. MeBpunkten ti

und erh8lt so eine (unstetige)
x(t) . Setzt man die L¥sung an den Schalt

(t,;
x{t; sj(i),p) fur t. € (Tj(i)'Tj(i)+1[ (2.2.3)

formal in die MeB- und Nebenbedingungen (1.2.13, 18, 19) ein:
Ry{s4... : ;
1 'S4 .'Bmyp) '“rl(?‘('ﬁ'sj(1)'p)"""‘(tk75j (k),p),p) (2.2.4)
(1=1,2,3) ,

ergibt sich ein zu [PX1) Nquivalentes, beschréinktes, finites
Ausgleichsproblem.

Problem PI2 : Diskretisiertes PI-Randwertproblem

n
Gesucht sind ein Parametervektor p€R ¥ wund eine diskrete

Trajektorie Tat i
(51,...,sm) €R , die das 2ielfunktional

1|R1(51,...,sm,p)ll (2.2.5)

minimieren unter den Nebenbedingungen
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nz(s1,....sm.p) = 0

(2.2.6)
R3(s1,...,sm,p) 20
und den zusdtzlichen Anschlulbedingungen
hj(sj'sj+1'p) 1= x(rj+1;sj,p)--sj+1 =0 . (2.2.7)

die die Stetigkeit der L8sung sichern.

wohldefiniertheit

purch eine geeignete Wahl der Stiitzstellen kann zundchst ein-
mal sichergestellt werden, daB die parametrisierte Trajektorie
der Zustandsvariablen auf dem ganzen Intervall existiert und
in einem vorgegebenen Bereich bleibt. Wwohlde finiertheit und
Differenzierbarkeitseigenschaften des Problems [PI2] folgen
dann bei geeigneten Annahmen tiber Ty ¥y ) Xq aus Existenz
und Differenzierbarkeit von x(t;sj,p) an den Stiitzstellen
und den evtl. nur implizit als ti(s (i)'P) gegebenen Schalt-
bzw. MefBpunkten. Weiterxe Vor teile des Mehrzielansatzes weyrden
im Anschlub diskutiert.

gur Vereinfachung seien in den folgenden Abschnitten Schalt-
und Sprungbedingungen weggelassen. Geelgnete Regularititsbe-
dingungen, untexr denen Existenz und Differenzierbarkeit zu-
mindest lokal folgt, wurden bereits i{n Bock ([12), Satz 3.2.12,
{13), Satz 3.1.2) gezeigt. Unter dem Gesichtspunkt dexr prak-
tischen Durchfithrung wird hierauf in Kapitel 4.4 noch einmal
eingegangen.

pas folgende Lemma liefert eine gqualitative Aussage tber die
Stltzstellenwahl (vgl. Bulirsch [281).
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Lemma (2.2.8)
Sei n(t)€Cplt°,tf] stlckwelise stetig differenzierbar,
n
nerP , 8>c, >0 , ¢ >0 belieblg, fect(p), D Gebiet >
5 ((e,xp) | LELE 8], x-n()l < &, Hp-nll se) =i 8.

pann gibt es ein Gltter, so das fir alle sj p mit

Ilsj-n('tj)ll s £y ¢ Hp-nll £ cp

die LBsung x(t11j,sj,p) von
X = f(t,x,p) v x(Tj) - ﬂj . tE€ ITj'Tj“""]

existiert, r mal stetig differenzierbar in (t,Tj.sj,p) ist
und sich nicht weiter als & von n(t) entfernt

llx(t;rj,sj,p) -n(t)ll & . (2.2.9)

Beweis: klassisch. Die zentrale Aussage beruht auf der elemen-—
taren Abschitzung flir &x(t) imx{t;t,s,p) ~nlt) , Sp=p-¥

Lexeel € Haxto e T Ty wnsp + 83 157 TI-) (2.2.10)

wobel llfx(t,x,p)!l €u, WE (t,%x,p}ll S v auf 5§ und

Whit) - £¢£,m(E), M)l € 8. Aus (2.2.10) folgt als Schranke flx
die Gittexweite

tavgl sl In ((540)/(e +0)) , 8 im u“(sta) (2.2.11)
' a

Bemerkung 1: Das Wohldefiniertheltskriterium (2.2.9) kann man

auch ohne Kenntnis der Konstanten y ,v ,f sichern mit einex
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von Bulirsch [28] stammenden Stitzstellenstrategie: Zu einer
vorzugebenden Startfunktion n(t)  wird hierbei die Integra-
tion des Anfangswertproblems abgebrochen, sobald der Abstand
von n(t) eine Schranke & (berschreitet, und an dieser
Stelle eine Stiitzstelle ‘j mit sj =n(1j) eingefiihrt.
Bemerkung 2: Fir eine pifferentialgleichung mit gestirter
rechter Seite

% = £(t,x,p) +w(t) (2.2.12)

gelten (2.2.10,11) ebenfalls mit F=Bte, . egz llole)ll o
Mit dieser Darstellung lUBt sich auch der Diskretislerungs-
fehler eines numerischen Integrators (z.B. mit einem F.:hler=—
pro—Einheitsschritt—xritetium) leicht berlicksichtigen.

Sei im folgenden {(n(t),%) L¥sung von [PX1] (also B =0 ). Aus
(2.2.10) folgt dann, daB ein "Abdriften von dexr L¥sung" auf
Grund schlechter Startwerte, welches beim AWP-Ansatz von ex-
ponentiellem Fehlerwachstum in der N#he der L®sung bis hin zu
Singularititen im nichtlinearen Fall f{thren kann, durch eine
geeignete Wahl der StUtzstellen verhindert wird. Der Defini-
tions- und damit der Konvergenzbereich des pI-Problems wexden
vergrBert, die Anspriiche an die Startdaten erheblich vermin-
dert.

Man beachte, daB8 gerade die fiir das inverse Problem verflg-
bare Information im Zustandsraum eine ausgezeichnete Wahl der
Startwerte s erlaubt, fr die &x(r,) klein ist. Die Aus~-
wertung der Mef- und Nebenbedingungen kann deshalb von An-
fang an in der Nihe der L&sungstrajektorie erfolgen.

pa nicht-triviale PI-Probleme bei Differentialgleichungen fast
ausnahmslos nichtlinear sind, wirxd die Effizienz des L¥sungs-
schemas wesentlich verbessert.
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Rbb. (2.2.13) zeigt fir das Beispiel des Pyridinproblems, wie

die Berucksichtigung der gegebenen MeBwerte beim Mehrzielan-
satz den EinfluB schlechter Parameterschitzungen ddmpft. Ob~-
wohl die Startdaten fir die Reaktionskonstanten mit pi°) =
relativ unglinstig gewihlt 8ind (die optimierten Werte vari~
ieren zwischen Pg = 0.0201 ung P3=29.4 ), verl¥uft die
Trajektorie in unmittelbarer Nihe des gemessenen Verlaufs,

.

Die sieben StUtzstellen wurden dabei als Teil der MefSpunkte
gewdhlt, mit einem kurzen Intervall in der kritischen Phase
der chemischen Reaktion zy Beginn des Intervalls.

Man beachte,
das diese Wahl ad hoc - ohne jede Optimierung - getroffen
wurde!

'°"I‘ O——=0 o Pyridin

034\ &——A A Pentan
\

[ Y

0.7+
08~

0.5

%&&m Pyridin-Problem - Starttrajektorie des

Mehrzielansatzes, Py =1

Stabilitit

Neben den Vorteilen ade
fUhrbarke:lt, der Erzeu

T Hehrzielmethode bezliglich der Durch-
gqung einer glinstigen Starttrajektorie
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und der damit verbundenen Steigerung der Effizienz gegentiber

dem AWP-Ansatz, die in den numerischen Vergleichen des Kapi-

tels 5 belegt werden, hat der Mehrzielansatz vor allem auch

den Vorteil der numerischen Stabilitdt. Mit den Bezelchnungen
wiAr |

Yj = @ 3 B 7‘; i u—'lv?j (2.2.14)

und € ze ¥ Mtjlcdz IIGx(‘rj)ll + IAle lo(s) ! folgt aus
(2.2.10,12)

nNex(t)ll < ’?j‘cx-k?g-cp . (2.2.15)

Durch die Wahl der Stiitzstellen kann auch die Fortpflanz ing
der unvermeidbaren Rundungs~ und Diskretisierungsfehler | in-
reichend begrenzt werden.

Flir eine numerisch sinnvolle Gittexwahlstrategie sind die Ab-
schétzungen aus Lemma (2.2.8) aber unbrauchbar. Die Schranken
¥,V sind praktisch kaum zugdnglich, aufBerdem lieferxrn sie in
der Regel eine grobe Ubersch&tzung der wirklichen Fehlerfort~
pflanzung, un.a. weil die Zeltrichtungsinvarianz keine Unter-
scheidung zwischen wachsenden und fallenden Komponenten er-
laubt.

Realistische, und quantitativ zugdngliche Schitzungen der Feh-
lerfortpflanzung ergeben sich aus einer linearen Stdrungsana-
lyse fllr das Anfangswertproblem (2.2.12) mit gestdrten Anfangs-
werten und Parametern. Als globale Fehler auf dem Intervall Ij
erhdlt man in erster N¥herung

t
Sx(£) ¥ GltyTy)ox(ry) + c(t,s)m(s)<fs+cP(t,rj>sp ¢ (2.2.16)
T

3

wobei die Wronskimatrizen G ' GP L¥sung der Variationsdiffe-
rentialgleichungen singd




a
FOP ) = £ e,y (8),m) 6,F) (£,0) + (0,£, (£2y (£) 7))

(2.2.17)
G (1,1) = (1,0)

Setzt man Diskretisierungs- und Rundungsfehler ein und schitzt
mittels

Yi i max |l G(t.,t 2 1
3 ty2t, €1 202 '
: 161 (2.2.18)
vy i= max ||Gp(t1,1.)ll 2 0
£y2T L J

ab, erh#lt man als Minimalforderung flix die Stitzstellenwahl
die Gitterbedingune

[G8) vy exng’ ep S &5 - (2.2.19)

Hierbei ist Gj die auf dem Intervall I, zu fordernde (glo-
bale} Genaulgkeit der L8sung des Anfangswertproblems, die den
in die Berechnung von Ri +h eingehenden Fehler beschrinkt,
und von dex Kondition des Problems und dexr gewlinschten L¥sungs~
genaulgkeit abhiingt (zur Bestimmung von &

und zum Nachwels
der Stabilitdt siehe Kapitel 4.1 und 4.4).

Bestimmung des Gitters

Bel Xenntnis der Matrizen ¢ ,GP - die in PARFIT auf sehr

effizignte Weise berechnet werden - lassen sich die Schranken
Yj . 73 leicht approximieren.

zt;ciiz Zes%es Gitter k?nn dann Kriterium [GB] gegebenenfalls
edurierung deg Diskretisierungsfehlers erflillt werden.

In PARFIT geschicht dies {ther elne etwas feinere AbschXtzung

als (2.2.19) durd\komponentenweise Anpassung des Diskreti~

- 35 -

sierungsfehlers.

Ist die Grenzgenauigkeit erreicht, muB zur Reduktion von Y.,
yp das Gitter verfeinert, oder das Abbruchkriterium und damit
die Toleranz Gj abgeschwicht werden.

Beispiel: Im Falle des Testproblems 1 verifiziert man leicht,
daf flir den AWP-Ansatz Yj ,Y§'u1026 . Bei 16-stelliger Rech-~
nung ist [GB] filr sinnvolle Genauigkelten 8 nicht erfiill-
bar. Beim Mehrzielansatz dagegen reicht bereits ein Hdqui-
distantes Gitter mit Arj =0,1 (11 StUtzstellen) flr Yj’
ans10‘ . Mit Integrationsgenauigkeiten bel 10“‘-6 lassen
sich praktisch ausreichende, auf Ij globale Fehler Gj er-

zielen.

Die Gitterbedingung (GB) ist im wesentlichen ein Stabildtéts-—
kriterium und 188t daher fiix die meisten Probleme - mit .niBi-
gen Instabilititen der Differentialgleichungen - auch relativ
grobe Gitter zu.

pie Stiitzstellenwahl kann sich deshalb vor allem am Ziel einer
guten Starttrajektorie bei gleichzeitig niedrigem Speicher=~
platzaufwand orientieren. Bel der Behandlung von PI-Problemen
mit PARFIT ist daher die Zahl der benBtigten Stiitzstellen oft
deutlich kleiner als die der MefSpunkte.

Bemerkung 3: Kriterium [GB) liefert die M3glichkeit zu elner
automatischen Gitterwahl, bel der die Stltzstellen #hnlich
wie bei der Kollokation (Kapitel 2.3) mit dem Ziel m¥glichst
niedrigen Integrationsaufwands verteilt werden, Hieribex wird

an anderer Stelle berichtet werden.

Bemerkung ¢: Der Mehrzielansatz bietet sich in natiirlicher

Weise zuxr Parallelverarbeitung an. Zusammen mit den in Schlbder,

Bock [91] entwickelten Methoden zur Behandlung von Mehrfach-
experimenten ergeben sich hieraus Perspektiven fir die schnelle
Verarbeitung sehr grofiexr Datenmengen.
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Bemerkung 5: Alle in dieser Arbeit verwendeten Normen bezie-
hen sich auf eine Skalierung im Raum der Variablen (s
zum Ausgleich der in der Praxis oft sehr
ordnungen (so daB

1:---05mlP)
verschiedenen Gr8fien~
ten Informationen stl:]e:jeixll .S;\‘lu:'\h.lelrpfl(li‘é1 o o e
gung, da nux iterativ zu
ltsende nichtlineare Probleme betrachtet werden). Als Folge
beziehen sich Abschétzungen in der Regel auf skalierte abso-
lute Fehler (“pseudorelativ“),

woraus sich einige Vereinfa-
chungen der Analyse ergeben.
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2.3 Ubertragung auf andere Randwertverfahren

pas Grundprinzip des in dieser Arbeit gewidhlten Randwert-
problemzugangs ist nicht an den im Parameteridentifizierungs~»
verfahren PARFIT verwendeten Mehrzielansatz gebunden, sondern
188t sich auch zur Xonstruktion anderer PI-Randwertvexfahren
verwenden. Wir flhren dies zuniichst fiir den Kollokationsan-
satz kurz aus, der als bisher einziger in einem allgemein
einsetzbaren PI-Randwertverfahren (COLFIT) realisiert wurde.
AnschlieBend wird die Ubertragung auf Differenzenverfahren
und eine Variante des Mehrzielansatzes skizziert. Die charak-
teristischen Unterschiede dieser Ans¥tze beruhen in erster
Linie auf den sich ergebenden verschiedenen Parametrisierungen
der Zustandsvariablen und den damit verbundenen Stabilitdts-~
und Konvergenzeigenschaften.

Kollokation

Ein auf die allgemeine Problemklasse [PI1]) anwendbares PI-
Xollokationsverfahren wurde in Zusammenarbeit mit Schldderx
und Blr entwickelt und im Programm COLFIT implementiert
([3,22]). wir beschreiben kurz diesen Ansatz und verweisen im
tbrigen auf [ 3 ,22],

Kollokation beruht auf der Approximation der Zustandsvaria-
blen durch stlickweise Polynome, die die Differentialgleichung
punktweise erflillen (z.B. [88,43,24,102,1])).

Zu einem Grundgitter -

™o <t <., €T ; A'rj 1= rj_n—-'rj ., At = max A'rj (2.3.1)

12 m 153$m

1
definiert man ein zusitzliches Kollokationsgitter p " ﬂ{T;]
durch
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m i
p s T o= \'j+uilnj i 080,<... <0y 81, (5=1,...,m} . (2.3.2)

Die Zustandsvariablen x(t) werden nun durch geeignet para-

metrisierte Funktionen y(t;S) der Klasse P(1l,n) :={y |

0 g
yeclrg,t 17, yh ist Polynom vom Grad <1} approxi-

miext, die den Kollokationsbedingungen

e 1 .
y(Tj.S) = f('tj,y('(g;s),p) fir alle 'r;'€p m(2,3.3)

genligen. In den Fillen 04=0 bzw. o,=1 ist die rechts-
bzw. linksseitige Ableitung gemeint.

Typische Wahlen fiir {ci} sind die Gaus-, Radau~ oder Lobatte-
Punkte auf [0,1]. In COLFIT wird Lobatto-Kollokation verwen-—
det, die flir singuldr gestdrte Probleme besonders geeignet

ist - giehe etwa die Stabilit¥tsuntersuchungen von Ascher,
WeiB [2].

Mit Hermjté-Parametrisierung (z.B. Dickmanns, Well [43]) ex~
h3lt man flixr (2.3.3) im Fall 1=3

P
55 fhj,sj.p)

[ -‘:f(t3s } '(2.3.“”
s R L
At
S549 = sj+——£i (514q +8)+4 f('tg,s,p))
e ot +s)+fji(, ' (2.3.4b)
26qu Tg) ¥t (sg-sly)

Dabel steht 3 X
g fUr x(r)) , si fiir X(Ti) . Setzt man

2,3,
( 42) din (2.3.4b) ein, erhlilt man eine symmetrische, A-

stabile impliaztfte Runge-Kutta (XRK)-Diskretisierung der
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Oordnung g =4

sj"sj+1+Mj¢[f'mj](sj'sj+1'Tj'Tj+1) =: hj(sj,sj“.p) . (2.3.95)

die durch das Schema

0
LI - T S
2 24 3 24
(2.3.6)

ST .

3 3 6

1 2 1

(3 3 6

beschrieben wixrd. Man beachte, daB (2.3.3) stets auf ein im-
plizites Runge-Kutta-Verfahren fihxt (cf. [102])1

Setzt man die parametrisierte Trajektorie y(t;8) an den MeB~
bzw. Schaltpunkten des Problems [PI1] in die Mel- und Nebenbe-
dingungen ein, erhilt man ebenfalls ein diskretisiertes PI-
Randwertproblem vom Typ [PI2], in dem die AnschluBbedingungen
durch (2.3.5) bzw. (2.3.3) ersetzt sind.

Gitterwahl

Zur Vereinfachung der Berechnungen, und um die bekannten Super-
kxonvergenzeigenschaften der Kollokation in den Stlitzstellen zu
erhalten, milssen zunlchst alle MeB- und Schaltpunkte zum Grund-
gitter 7™ gehSren (obwohl grundsitzlich eine globale Dar-
stellung existiert, die man wie bei retardierten pifferential-
gleichungen (Bock, Schldder {19]) ausnutzen kann).

Das Gitter mud ferxner fein genug sein, um die ben8tigte Dis-~
kretisierungsgenauigkeit sicherzustellen. Eine Gitterbedingung
ist deshalb durch
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e, (81) = q*1
5 rj) O(A'rj ) < Gj (2.3.7)

egeben b
geg , wobel ej der lokale piskretisierungsfehler des

IRK~-Verfahrens ist. Einzelheiten der in COLFIT verwendeten
automatischen Gitterverteilungestrategie und der Fehlerschit-
zung werden in { 3] beschrieben,

Der Kollokationsansatz kann formal als ein spezielles Mehr-
zielverfahxen mit einem IRK-Schritt pro Stiitzstellenintervall

aufgefaBt werden, so daB alle daflir angestellten Betrachtungen
auch hier gelten.

?ie Anzahl der von COLFIT benStigten Stiitzstellen ist daher
in der Regel wesentlich h&her als bei PARFIT, denn das Genau-
igkeitskriterium (2.3.7) stellt i.a. eine erheblich schirfere
Forderung dar als das Stabilittskriterium [GB] (2.2.19) -
welches sinngem#B auch hier gelten muB.

Bemerkung 1: Da globaler und lokaler Fehler bei kubischer Lo~
batto-Kollokation die Ordnung q=4 haben, kann dieses Ver-
fahren nur fiir niedrige und mittlere Genauigkeitsanforderungen
effektiv sein. Bzgl. der Rechenzeit kann es aber bisher auch
dann nicht mit dem Mehrzielverfahren konkurrieren. Man beachte
ab?r, daB das Verfahren mit nur zwei Auswertungen dexr rechten
Seite pro Intervall auskommt! Im Ubrigen k8nnen FlexibilitXt
:::i:f§i:i::z durc? Extrapolation oder Defektkorrektur auf der
ymptotischen Fehlerentwicklungen in AT2

bzw.
ATj deutlich verbessert werdenl

Numerische Resultate findet man in [3,22]

, . .
emerkung 2: Implizit gegebene Schaltpunkte werden in COLFIT

mit einer Modifikation der Technik variabler Stlitzstellen
(Bock [13,14]) behandelt (BXr [3])
1

s um die Diffe i -
keit des diskretisierten PpI renzlerbar

~Problems zu garantieren.
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Separable PI-Probleme

Sind die Differentialgleichungen des PI-Problems linear in
den Parametern p

X = Fy(t,x)p + Fylt,x) , (2.3.8)

so gilt dies auch fiir die Kollokationsbedingungen

y (£:5) = Fy (£,y(£;8))p = Fy(t,y(£:S)) = 0 . (2.3.9)

Wenn auch die MeB- und Nebenbedingungen linear von den Para-
metern abhingen, ist das diskrete pI-Problem [PX2] mithin ein
beschrénktes, aeparables Ausgleichsproblem. Es kbnnen deshalb
Spezialverfahren angegeben werden, welche die Linearitdt von
(P12) bzgl. eines Teils der Variablen berlicksichtigen (fiir den
Standardfall unbeschrinkter Ausgleichsprobleme siehe z.B.
Golub, Pereyra [54), Osborne [76]).

Die folgende einfache Prozedur zur Beschaffung von Startdaten
188t sich als Bestandteil eines solchen Verfahrens auffassen:
aus [PI2] gewinnt man leicht eine gute Ausgangsschétzung fir
die Parameter p , wenn man zu einer Schitzung y(t;s) der
sustandsvariablen fur festes S das in p lineare, aber
i.a. inkonsistente Problem mit der in Kapitel 4.3 beschriebe-
nen mehrstufigen verallgemeinerten Inversen 18st (und damit
Anschluf- und andere Bedingungen sowelt wie mdglich erfiillt).

Bemerkung 3: Wie man an (2.3.9) leicht sieht, erh¥lt man ein
in 8 und p 1lineares Problem nur in {(i.a. trivialen) Spe-
zialffllen.

pifferenzenverfahren

Differenzenverfahren - mit der Kollokation als einem finite-




- 42 -

Element-Verfahren verwandt - sind wohl die 4ltesten gebriuch-
lichen Diskretisierungsmethoden. Algorithmen im Bereich ge-
wbhnlicher Differentialgleichungen basieren meist auf der Tra-
pezregel (z.B. Pereyra [79], Lentini, Pereyra [66]}) und sind
daher dquivalent zur Lobatto-Kollokation mit 1 =2

y
.- + - =y
S5 sj+1 . (f(rj.sj,p) f(rj+1,sj*4,;») : hj(sj,sj+1,p) (2.3.10)

Durch Einsetzen der diskretisierten Trajektorie an MeS8- und
Schaltpunkten des Problems [PI1] erhfilt man auch hier ein dims-
kretisiertes PI-Randwertproblem vom Typ [PI2}. Die Anschlus-
bedingungen sind durch (2.3.10) zu ersetzen.

Das Gitter ist wieder so zu wihlen, daB einerseits alle MeB-
und Schaltpunkte dazu geh8ren, andererseits der Diskretisie-
rungsfehler hinreichend klein wird (analog zur Gitterbedingung

(2.3.7) der Kollokation). Alle Bemerkungen zur Kollokation gel-
ten hier ebenso.

Als Verfahren der Ordnung q=2 ist die Trapekregel fiir prak—
tische Zwecke nicht mehr geeignet. (Man beachte, das der be~
nbtigte Diskretisierungsfehler nicht nur von dexr MeBgenauig—
keit, sondern von der Kondition des PI-Problems abhlingt (Kapi-—
tel 4.4)1). Interessant wird das Verfahren deshalb erst durch

Defgktkorrektur {[66]) oder Extrapolation ([ 6 ], Folge
{ATi/k]).

Die Anzahl der benStigten Stitzstellen ist hier noch einmal

um einen erheblichen Faktor h¥her als fiir die Lobatto~Kolloka~
tion der Ordnung q=4 |
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Alternierender Mehrzielansatz

Der alternierende Mehrzielansatz unterscheidet sich nur in
einer Hinsicht von dem in PARFIT verwendeten. Zustzlich zum
grundgitter " wird ein zweites Gittex pm—"l n(oj) einge-
fuhrt

X T sa < T (2.3.11)

A 1 2 “es -1 m " .3.

Ausgehend von einer Schitzung der Parameter p und der Trajek-
n auf dem Grundgitter werden die Differential-
gleichungen in beides %Zeitrichtungen integriert ( Oy =T, .

torle BirecesB
O 2= Ty )
x = £(t,%,p) x(1g) = sy, t€log qoo4) . (2.2.12)

und die Zustandsvariablen durch die Trajektorienstficke
x(t;sj+1,p) parametrisiert. Als AnschlusSbedingungen fordart
man die Stetigkeit auf dem zweiten Gittex

hj (5j15j+1lp) = X(Uj:ﬁ1:P) “H(Uj79j+149) » (2.3.13)

Anwendungen dieses Ansatzes findet man z.B. bel England [44)
und in einem Tayloxreihenverfahren fllr singuldre Randwextpro-
blzme bei Rentrop [84].

Ein stindiges Rlternieren auf den Subintervallen [t ,dj] .
[aj,1j+1l
gignifikante Vorzlige bzgl. der Stabilitltseigenschaften derx
pDifferentialgleichungen, oder der Effizienz bzw. Stabllit¥t
des verwendeten Integrationsverfahrens ergeben - Kriterien,

kann aber nur dann sinnvoll sein, wenn sich hieraus

die durchaus im Gegensatz stehen kdnnen. Die gffizienzvorteile
im Fall der Taylorrelhenmethode ([84)) folgen z.B, aus den sehx
speziellen Symmetrieeigenschaften dieses Integrationsverfahrens.

In aller Regel wird jedoch eine optimale Wahl des z2weiten

Gitters gerade auf oj'ﬂ'rj oder 9y =T (also Pm‘ﬂcﬁm )




- 44 -

fihren, wobei adie Integrationsrichtung {iber mehrere Intervalle

hinweg gleich bleibt. Tatsichlich stellt sich bei Anwendungen
heraus, daB fast immer eime Vorzugsrichtung flir das ganze be—~
trachtete Intervall besteht, man ist also wieder auf den in
(2.2) betrachteten Fall zurlickgefithrt.

Bemerkung 4: Abschitzung (2,2.10) k8nnte zu dem Schiuf ver-
leiten, daB flir gleiche Stabilitit bei stindigem Alternieren
nur das halbe Grundgitter.benBtigt wird. Da sich die Stabili-
titsverhlltnisse bel Richtungsinderung aber genau umkehren,

sich zudem nicht einmal Speicherplatzvorteile ergeben, ent~
£fK1lit dieses Argument.

Zusammenfassung: Ebenso wie der Mehrzielansatz filhrt auch die
Verwendung anderexr Diskretisierungs- bzw. Parametrisierungs-
ansdtze auf ein diskretigiertes PI-Randwertproblem der Form
[PI2). Dies gilt im Uibrigen auch flir die meisten der hier

nicht explizit aufgefithrten Ansftze, und genauso im Bereich
partiellexr Differentialgleichungen.

Der Mehrzielansatz zeichnet sich dabei durch die mit Abstand
geringste 2ahl der Variablen fir die Parametrisierung dexr
Zustandsvariablen und damit niedrige Speicherplatzanforderun=-
gen aus. Hinzu kommt seine groBe Flexibilitfit und Robustheit
bezliglich nicht-optimaler Gitterwahl. Die Kollokation bietet
demgegentibex Vorteile bei singulir gestBrten Problemen und in
der Verallgemeinerung auf retardierte Probleme.
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3. EIN VERALLGEMEINERTES GAUSS-NEWTON VERFAHREN FUR BESCHRANKTE
NICHTLINEARE AUSGLEICHSPROBLEME

Gegenstand dieses zentralen Kapitels ist eine Verallgemeine-
rung des GauB~-Newton Verfahrens zur numerischen Behandlung
des nichtlinearen und beschrinkten diskretisierten PI-Rand-
wertproblems [PI2]}.

Der erste Abschnitt formuliert den Basisalgorithmus, diskutiert
Kriterien zur Charakterisierung einer optimalen L8sung und
analysiert die lokalen Konvergenzeigenschaften. Die Einfihrung
einer verallgemeinerten Inversen ermdglicht eine einheitliche
Konvergenztheorie fiir beschrénkte und unbeschrinkte Ausyleichs~
probleme. Die Diskussion der Konvergenzvoraussetzungen reigt
insbesondere, daf eine aus der unbeschrédnkten Theorie bekannte,
aber bisher nicht befriedigend interpretierte Voraussetzung

als gewichtete Lipschitzbedingung an die verallgemeinerte In-
verse aufgefaft werden kann, die hinreichend flir strikte Opti-
malitit einexr LBsung, aber auch notwendig flr ein statistisches
Stabilititskriterium ist.

Im zweiten Abschnitt wird globale Konvergenz fir eine spezielle
Dimpfungsstrategie in Verbindung mit dem verallgemeinerten
GauB-Newton Verfahren bewiesen, und eine neue Schrittweiten-
steuerung f{ir eine Exwelterung "patfirlicher™ Niveaufunktionen
angegeben und analysiert.

Im dritten Abschnitt wird eine Fortsetzungsmethode zur numeri-
schen Behandlung besonders schwieriger beschrinkter Ausgleichs-
probleme eingeflhrt. Durchftthrbarkeit wird nachgewiesen und
eine Strategie zur automatischen Bestimmung dex Homotopie-
schrittweite hergeleitet.
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3.1 Basisalgorithmus und lokale Konvergenzeigenschaften

Das in Kapitel 2 formulierte diskretisierte PI-Randwertproblem
{PI2] ist ein i.a. hochgradig nichtlincares, beschrdnktes Aug=-
gleichsproblem der allgemeinen Form

Problem P¥ : (Nichtlineares beschriinktes Ausgleichsproblem)

2 ey o
IF, (x) 11 = min \ Y (3.1.1)

y

ﬂ s
unter den Nebenbedingungen

Fz(x) = 0 (3.1.2)
F3(x) 2 0 . (3.1.3)

n
Die Abbildungen Fi: DeR™ R i seien aus CB(D) auf einem

Gebiet D vorausgesetzt, die Ableitungen seien mit Ji(x) ]
Pi&x) bezeichnet.

Die Anzahl der Variablen reicht dabei flir den Mehrzielansatz
von weniger als hundert beim Pyridinproblem bis hin zu mehre-
ren tausend bei den oben erwihnten geophysikalischen Problemet
({831). Fiir den Kollokations- und erst recht fir den Differen=—

zenansatz erhdlt man i.a. natiirlich ein mehrfaches. Die Problame

sind also von mittlerer bis groBer Dimension.

Filr diese numerisch anspruchsvolle Klasse von Problemen wird
im folgenden ein werallgemeinertes CauB-Newton-Verfahren (VGN -
Verfahren) entwickelt und analysiert, welches sowohl aufgrund

der numerischen Resultate als auch unter analytischen Gesichtm —~
punkten als hierflr besonders geeignet erscheint.
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Basisalgorithmus: Eine gegebene Schitzung Xy wird iterativ
verbessert durch

Xegq = Xy ¥Bx (3.1.4)

wobei das Inkrement Ax, L8sung des um

K linearisierten
Problems [PL(xk)} ist:

Problem PL(x) : (Linearisiertes beschrinktes Ausgleichsproblem)
¥y (x) +J, (x)ax1l = min (3.1.5)
Ax

unter den Nebenbedingungen

Fz(x) +J2(x)Ax = 0 (3.1.6)

P3(x)4'33(x)Ax 2 0 (3.1.7)

Die Literatur tiber GauB-Newton-Verfahren fiir das unbeschrinkte
Problem ist sehr zahlreich, deshalb sei hierzu nur auf die
Ubersichtsartikel von Dennis [32,33) verwiesen. Der allgemeine
beschrinkte Fall wurde erstmals im Rahmen der Parameteridenti-
fizierung im Algorithmus PARFIT ([15,21,22]) einschlieBlich
Ungleichungsnebenbedingungen realisiert, einen Algorithmus £Ur
Gleichungsbedingungen mit einem originellen Penaltyansatz be-
schreiben Deuflhard, Apostolescu [40].

Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich teilweise an die Dar-
stellung in Bock [17) an.

Charakterisierung einer optimalen L3sung

Die in einem Punkt 2z €D aktiven Ungleichungsbeschrdnkungen




- 48 -

seicn durch die Indexmenge

I(z) := {1 |Fy;(2) =0, i=1,...,n,] (3.1.8)
definiert, diese Komponenten und ihre Ableitungen seien in

FJ ,33 zusanmengefast. Ferner bezeichne

Fc = ' Jc L (3.1.9)

die zusammengesetzte Abbild : & "o 5
tldung Ff DcR R ,nc:=n2+n3,

Ny =|1({z)] , und ihre Ableitung. Der Punkt 2z heiBe regulér,
wenn die Bedingung

C
[col Rg(Jc(z)) = n, (3.1.10)
erflillt ist.
Mit der Lagrangefunktion L(x,\,u) definiert durch
-l 2
Lx,dou) = o UF (x) 115~ A"rz(x) - uFy(x) (3.1.1%)

gilt dann als Folge von Standardaussagen der nichtlinearen
Optimierung:

Satz (3.1.12) (Notwendige Bedingungen)

+*
Sel x €D *regular und LYsung des nichtlinearen Problems [PN) .
Dann ist x auldssty,

Fo(x*) =
,(x") =0 . racx") z0, (3.1.13)

u .
nd es gelten die notwendigen Bedingungen erster Ordnung:
Es existieren adjungierte Variablae 1% ,u'

als eindeutige
L&sung der stationaritﬂtsbedingungen
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* T T
%L(x‘,k',u’) = F, (<3, (") -2" 3,0 ST, =0 (3.1.140)
T
W0 , i€106D -ou; =0 (also u* Fa(x') =0). (3.1.14b)

Weiter hat man als notwendige Bedingung sveiter Ordnung, dag
fiir alle Richtungen p €Tx")

r(x") = {pwo|J2(x’)p=0.i;331(x')p=o.'53(x*)p20) s (3.1.95)

die Hessematriz der Lagrangefunktion positiv semidefinit ist

2
pTH(x’,X',p.)p 20 v H(X'll“lu’) = "a—z' L(x..l':u“) . (3.1, 16)
3x

Zul¥ssigkeit (3.1.13) und Stationarit¥t (3.1.14) werden als
Xuhn~Tucker-Bedingungen bezeichnet. Ein Tupel (x*,l',u*) ’
das diese Bedingungen erfiillt, heift Xuhn-Tucker-Punkt (KTP},
x* wird als stationdrer Punkt bezeichnet.

Bemerkung (3.1.17): Offenbar reicht es in Satz (3.1.12), die
reduzierte Lagrangefunktion zu betrachten

A
= 1 2 _ 47 -
Blx,dg) o= g NPy (N =AZF ) o Ag x={ o)
da u, =0 fur $¢I(xD .

Purch Anwendung von (3.1.13,14) auf das linearisierte Problem
[PL{x")] folgt sofort

Lemma (3.1.18)

(x',l’,u') ist Kuhn-Tucker-Punkt von [PN] genau dann, wenn
(O,X.,u') Kuhn-Tucker-Punkt von (pL(x")) ist.
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Bemerkung (3.1.18): Die gewlhlte Formulierung der Regularitits-
bedingung {CQ] {3.1.10) ("constraint qualification™) ist fir
die folgenden Untersuchungen bequem, kann aber durch schwiichere
Forderungen ersetzt werden, die die qualitativ korrekte lokale
Charakterisierung der zulfissigen Punkte des nichtlinearen Pro-
blems durch die linearisierten Nebenbedingungen sicherstellen
({siehe auch Kapitel 4.3 .zur numerischen Behandlung von FXllen,
bei denen [CQ) verletzt ist).

Eine Umkehrung zu Satz (3.1,12) liefert der

satz (3.1.20) (Hinreichende Bedingungen)
Sei (x’,l',u*) Xuhn~Tucker-Punkt von [PN} und ftir alle Rich-

tungen ;'ET(x') sei die Hessematrix der Lagrangefunktion
positiv dafinit

pratx* A%, wMp >0 . (3.1.21)

pann ist x* striktes lokales Minimum von [PN].

Man beachte, daB dieser Satz keine Regularititsbedingungen
bendtigt.

Einfacher nachzupriifende hinreichende Bedingungen erhidlt man
aber, wenn man

tep] prHGX* A% uYp > 0 v pes(x™)

2(x") 1= {p 0 |3, (x")1p=0) (3.1.22)

fordert, wobel J_, die Gleichungsnebenbedingungen und die

sirikt aktiven Ungleichungsnebenbedingungen mit u > 0 zu-
sammenfaBt,
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Insbesondere unter strikter Komplementaritdt [SK] der Kuhn-
Tucker-Vorzeichenbedingungen (3.1.14b}

(SK] P€I(x") = u; >0 (also u; =0 = r3i(x') >0)  (3.1.23)

sind diese Voraussetzungen einerseits nur eine schwache Ver=-
schirfung der notwendigen Bedingungen, andererseits sind sie
hinreichend stark flir die Zwecke der folgenden numerischen
Analysis:

Xorollar (3.1.24) Sel (x*,kt,u*) Kuhn~Tucker-Punkt von
[en) . es gelte [CQ), [SK], und es sei pTHix A " p/pP2 S
fiir alle pe z(x*). Dann ist die Existenz eines §20 notwendig
fUr ein lokales Minimum, und 6> 0 {ist hinreichand f£ir ein
striktes lokales Minimum von [PN] in x .

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich jetzt Aussagen tber
die Stabilitit einer L¥sung gegenliber St¥rungen machen, die
fliir die folgenden Konvergenzuntersuchungen wichtig sind.

Wwir zeigen zundchst noch

Lemma (3.1.25)
sei Rg(J ) =n_ . pTHp >0 fir alle p€zZz={p=*0 IJcpﬂo} .

H Jv
[

Dann ist M:= nichtsingul¥x.

JIe 0

Bewels: Ms =0 ~J_q =0 und (e Hp+ JLq =0 flr eine

p
geeignete Partitionierung s = ( ) .
q

Aus pT(Hp + J;i;) = pTHp = 0 folgt zunichst p=0 und
mit (#) auvch g =10, q.e.d.
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Sei nun Fi(.::) eine Einbettung von Fi bezliglich eines
StSrparameters ¢ mit

Fy0x) = Fy(x:e) vxeD, (3.1.26)

und Fi sei zweimal stetig differenzierbar auf pxk'. Es
folgt

Satz (3.1.27) (StBrungssatz I)

Fir (x*,2%, 1) seien die hinreichenden Bedingungen gemi8
Korollar (3.1.24) zu Satz (3.1.20) erfiillt.

Dann gilt: es existieren Umgebungen E wvon e , U von

. % o« .
(x",27,1") , und eine stetig differenzierbare Abbildung
$: E~U mit den Eigenschaften:

(1) (x(e),A(e),ulec)) :=w(e) ist der einzige Kuhn-Tucker~-
Punkt des gest¥rten Problems in U

(i) x(e) ist striktes lokales Minimum des gestdrten
Problems

(iii) I{x(e)) ist konstant auf E ,
Dile L&sung des gestBrten Problems ist also ein lokaler Diffeo~

morphismus in
nur Stetigkeit.

€ . Ohne strikte Komplementaritit erh¥lt man

Bewels: Die Nichitsingularitit der Ableitung der Kuhn-Tucker-
Bedingungen (3.1.13,14) folgt aus [5K], [CQ], Bemerkung {(3.1.17)
und Lemma (3.1.25). Die Aussage des Satzes ergibt sich dann aus
einer Einschrinkung der Umgebungen, 50 daB YV € €E

Failx(e)) >0 fir 1¢1(x") una u;(e) >0 fiir iex(x™ ,
sowie aus Korollar (3.1. 24) zu Satz (3.1.20).
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Zur Vorbereitung der lokalen und globalen Konvergenznachweise
werden noch einige Aussagen {lber die wihrend des iterativen
Prozesses zu l¥senden linearen Probleme benbtigt.

Die hinreichenden Bedingungen von Satz (3.1.20/3.1.24) nehmen
fiir das lineare Problem eine einfache Form an. Man hat zu-
niichst

Lemma (3.1.28)

I4

Fir die (n,m) Matrix J = ( ) sind Hdquivalent

T

(1) (pD] Rg(J) =m

(i1) pTJ;J1p >0 fUr alle p€z = {p*0 IJé,p =0} .

Beweis: Sei pe€2Z . (i) = J,p+t0 ~ (ii) . sei umgekehrt Jp =0
und p+0 , dann ist p€Z und damit 11:71[”!2 *0 .

Wir k&nnen deshalb im folgenden dié positiv-Definitheit der
Hessematrix der Lagrangefunktion, die fUir das lineare Problem
gerade gleich J:J1 ist, durch die ¥quivalente Rangbedingung
[PD) ersetzen.

Satz (3.1.29) (St¥rungssatz II)

Sei (Ag,ﬁ,ﬁ) Kuhn-Tucker-Punkt des linearisierten Problems
A

[PL(x) ]}, und die hinreichenden Bedingungen von Satz (3.1.20/

3.1.24) seien erfdillt. Dann gilt:

A A
(1) AX ist striktes Minimum von [PL(x)] und (Ax,x,u)
ist der eindeutige Xuhn-Tucker-Punkt von [PL(x)]

A
(i4) Es existiert eine Umgebung X wvon x , so daB Vx€X
[PL(x)) genau einen Kuhn-Tucker-Punkt (Ax,%,p) be-
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sitzt, Ax ist striktes Minimum.

(1i1)  FOr alle F X
2 AeA olgen {xj] cXx , xj'*x gilt (ij'xj'vj)“
- {Ax,),n) (§~e).

(iv) I[PL(x)](Ax) ist konstant auf X {als Funktion von x }.

Ohne strikte KomplementaritSt entfillt (iv).

Beweis: im wesentlichen Anwendung des Satzes (3.1.20/3.1.24)
und des St¥rungssatzes I (3.1.27) auf das linearisierte Problem
[PL(x)], in dem der Bezugspunkt x als Stdrung aufgefast wird.
Existenz und Eindeutigkeit der Minima bzw. Kuhn-Tucker-Punkte
folgen 2us {CQ) und [PD) in einer ganzen Umgebung von % , und
damit der strikten Xonvexitit von [PL(x)).

A

Unter den Voraussetzungen dieses Satzes ergibt sich eine zen~-
trale RPussage {lber die LBsung der linearisierten Probleme in
einer Umgebung eines XKuhn-Tucker-Punktes (Q,f,a) des nicht-
linearen Problems [PN), der nach Xonstruktion des Verfahrens
(Lemma (3.1.18)) 8quivalent 2u einem Fixpunkt der Iteration
(3.1.4) ist. Es ist nimlich gezeigt, daB das lokale Konvergenz-
verhalten des ungleichungsbeschrinkten Problems dem des glei-
chungsbeschr¥nkten Problems entspricht, in dem die Gleichungs-—
und aktiven Ungleichungsnebenbedingungen zusammengefaBt werden.
Flir den Rest dieses Abschnitts betrachten wir deshalb nur die-

ses Problem und schrinken gegebenenfalls das Grundgebiet D
auf die Menge X nach Satz (3.1.29) ein.

Flir dieses Grundgebiet D seien deshalb die folgenden Grund-

vorausset
sungen erfiillt (Jc-Jc. sMe=ng, )
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{cQl Rg(I_(x)) = ng {x €D)

J1(x) (3.1.30)

(PD) Rg(J (x)) = m wobei J(x) :=
Jc(x)

Die L8sung des beschrénkten linearen Ausgleichsproblems lds8t
sich nun mit Hilfé einer verallgemeinerten Inversen darstellen.

Satz (3.1.31) (Existenz einer verallgemeinexten Inversen)

Betrachte das lineare beschrinkte Rusgleichsproblem
I3, 8% +F 115 = min (3.1.32a)

untexr der Nebenbedinoung

Jch'+Fc = 0 P (3.1.32b)
und J1 ,Jc erfiilie {cQ) und [PD}, Dann gilt:
F, nytng )
(1) Filr beliebiges F := ER existiert genau ein
F
c
Kuhn-Tucker—-Punkt (Ax,)c) von (3.1.32), und Ax ist
striktes Minimum,
+ n'l+nc m
(11) Es existiert eine lineare Abbildung J : R R,
so daB
bx = -3'F
ny+n,

Lbsung von (3.1.32) ist flr beliebiges F €R .

(iii) Der L¥sungsoperator J+ it eine yeratlgemeinertc In-
verse, d.h. exr erfillt die Bedingung (Definition)

gtast = ot (3.1.33)




-~ 56 -

Bewels: Die Kuhn-Tucker-Bedingungen entsprechen dem Gleichungs-
systom

JTJ A - 7T T =
194 8% chc + J1I-‘1 0 G
.1.34
Jc ax + F.=0. )
Nach Lemma (3‘1f25) hat dieses genau eine L8sung
Ax ata *\1 [aT
I e L T i 0 [P (3.1.35)
—Xc J’c 0 0 I FC )

tx) ist nach Satz (3.1.20/3.1.24) striktes Minimum, also gelten
i), (i1).

Zu (11i): Nach Definition ist J'3J%y die eindeutige Losung
von

o+
ﬂalx - J1J yllg = min

o+
ch - JCJ Yy = 0 , r

n,+n

1 e
fir y€R beliebig., Offenbar ist aber auch x-=J+y
ebenfalls Lisung, gq.e.d.

Bem;rkung (3.1.36): (1) Wegen (3.1.35) ist nicht nur Ax ,
5
ondern auch Kc linear (und homogen) in ¥ .

(ii) Eine empltztta Darst Vv wi emma 3. I-SB)
ellung on J
rd in L (

(141) Unter @
en Grundvoraussetzungen {3.1,30) ist J+(x)

damit I¥(x)F(x) o

stetig differenzierbar auf b .

Man b‘dﬂ’&t‘ daB dl-.e vara m r cht die
» 1193 eitnerte Iﬂv‘!’l. J ni

oore~-Pe -

Moorae-P, nroge Paeudotnuerae tat, welche einem unbegchrinkten
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Ausgleichsproblem
2
Hax +ally = min
x

die auch im Fall der Rangdefizienz eindeutige L8sung kleiaster
Norm x==—A+a zuoxrdnet, und durch die vier Penrose-Axiome

(1) m*a =a (111) (a*aT = ata

+ (3.1.37)

(11)  atmat = a7 (iv) aah)T = A

eindeutig bestimmt ist. Von diesen Axiomen braucht fir die in
satz (3.1.31) eingefilhrte verallgemeinerte Inverse des be-
schrinkten Problems nur (3.1.37(ii)) zuzutrxeffen - unter den
geforderten Rangvoraussetzungen gelten allerdings auch (4} und
(111) - nicht aber (iv), wie man im konkreten Fall leicht
verifiziert.

Es sef hier ausdriicklich hexvorgehoben, daB die Rangannahmen
[pp] - und sogax [CQ) - auch im beschrinkten Fall abgeschwicht
werden konnen. Man siehe hierzu die sehr allgemeine "schwache”
Form des beschrinkten Ausgleichsproblems in Kapitel 4.3.

Invarianzeigenschaften

Zu Ausgleichsproblemen dexr Form

2
HE, (x) 1 = min
1 2 (3.7.38)
F(x) = 0

existiert stets eine Klasse linearer Kquivalenztransformationen

A
(| A“( 1)' A, EL(nﬁ“c'"i’ , ACEL(n1+nc,né)] , filr die die
A

stationiren Punkte (bzw. die Lbsungen) des Problems
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NaFean? = min
AF (x) - 0 (3.1.39)

leich denen . 2 "
g von (3.1.38) sind flir beliebige Fy €[C (D)] ! .

2., 1"
F
o €1¢” (D) - Dies gilt dann ebenso flr linearisierte Pro-
bleme, und unter den Grundannahmen folgt aus Satz (3.1.31)

4
(AT = 3t . (3.1.40)
Insbesondere ist auch die Folge der Iterierten des VGN-Verfah-
rens, und damit dessen Konvergenzverhalten, affin invariant
beziiglich solcher linearex Transformationen, die (3.1.40) auf

D erflllen. Em ist deshalb sinnvoll, diese Invarianzeigen~

]
chaften auch von Konvergenzuntersuchungen und Verfahrensmodi-
fikationen zu erwarten. '

. U C

B .

cteptel: (3.1.41) Ay := | mit. veL(n,,n,) unitir
0 C2 1 1 4

C1dEL(nc.n1) v G €L(n_,nj-n,;) beliebig,

un

A, = (O C3)  mit C3€L(n,,n,) nicht-
singqulir.

Man
verifiziert sofort, das stationére Punkte und L¥sungen von

3.1.
(6'1 38) unter diesen Transformationen invariant bleiben, die
adjungierten Varfablen transformieren sich gemis

A o= e T ooser
3 19E) - (3.1.42)

Speziell fir
Cy=0 und C, wIn bleiben deshalb auch die

ad
jungierten variablen invariant. Zu dieser Klasse gehdrt das
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squivalent erweiterte Problem (Cz = In )
c

2 2
WE. () 12+ WF_(x 12 = min
1 2 c 2 (3.1.43)
Fc(x) = 0 ,

welches weiter unten aus beweistechnischen Griinden gebraucht
wird.

Lokale Konvergenz

pDie lokale Konvergenz des verallgemeinerten GauBf~Newton Ver-
fahrens flir allgemein beschrénkte, nichtlineare Ausgleichspro-
bleme ergibt sich unmittelbaxr aus dem bisher gezeigten uid dem
folgenden Kontraktionssatz.

satz (3.1.44) (Lokale Kontraktion)

Sei J+(x) verallgemeinerte Inverse 2zur Rbleitung J(x) von

I-‘EC1(D) , und die Lipachitzbedingungen an J baw. J+

(a) 1ttty -x)) =36 -0 S otlly-x 1l 2 (3.1.45)
mit @ < e

b 1@ =T IREO I S k) Nz=xl < & Iz -xIl (3.1.45)

R(x) := F(x) -J(x)J(x)+F(x) {Residuum)

mit ¥ <1

selen erftllt (vtelo,1) , vxX,y,z€ED , x-y =T (x)F(x) ).

Fiir alle xOED (Startwert) mit

uoa» +
§ 1m— +K <1 (a, = HI(x:) Flxdll
° 2 3 3 J
a (3.1.47)
X3 o)
D, ¢ 'f(xo.p }eb
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folgt dann:

(41} di =
e Iteration xj+1 xj-¥Ax. ' Ax.=-J(xj)+F(x

j) ist
wohldefiniert und bleibt in D

.

L 3
(1) xy ~x €Dy (§ » =) nmit I(x)'F(x") =0,

und es gilt die

(L11) a priori Abschdtzung llx, - x"ll < Gj ":2*
b 0 4
-8
o
(iv) Die Konvergenz ist linear

.6
Mok, 1 S (~— 4 -
541 el N TS R CR A TEN T

B .
eweis: folgt im wesentlichen dem Beweis des Banach'schen Fix=-

punktsatzes,
\

Nach oraussetzung sin ’ . j+4 o
€D Sei . Dann
Y A X x.l X 1 €D .

"Aﬁ = o e - - +,
+1 1 xj_H) ( (xj+1) F(x‘j) J(xj)(xj+1-xj))+ﬂ(xj+1) R(xj)l
= I VO +ta%.) - J y t
xjﬂ (J)‘ ‘XJ'* J) (xj))Ax.dt+( (xjﬂ) —J(xj) JR{x. )N

1
s f tolax? P
(f) D517 et k) o, it (-iz—m NI S 8, tweg

Al
und 4 =3
eshalb auch Uxg =%, 5 ] Hax 1t < . also
i=0 1-8,
%542 €D .
{x,} ist ¢ - By
4 auchy-Folge: Hx ~-x; 1l £ %o
4p™ %y 1=Z=o‘ HAxg, 11 < 631_6
(4]

und
deshalb in Do konvergent. x*

ist Py
wegen na(x')+n(xj)" e xpunkt der Iteration

{x < =) und Rixg) = Flxg) = F(x").
ST U W SRR e s
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Durch die oben eingefilhrte verallgemeinerte Inverse gestattet
Satz (3.1.44) eine einheitliche Behandlung nichtlinearer Glei-
chungen, unbeschrénkter und beschrdnkter Ausgleichsprobleme!

Im Spezialfall nichtlinearer Gleichungen ergibt sich aus Satz
(3.1.44) eine Variante des Newton-Mysovskij-Satzes (z.B.

Stoer [96)). Fiir verwandte Sitze und Anwendungen siehe man vor
allem Ben-Israel [ 9,101, Bock [17,21), Deuflhard et al. [39,
42) sowie Ortega, Rheinboldt [75].

Interpretation

Man beachte zunichst, daf alle Annahmen und Aussagen des lokalen
Kontraktionssatzes affin invariant sind, also unabhdngig von
linearen Xquivalenztransformationen, die auf D die Bedingung
(3.1.40) erfillen!

pies gilt insbesondere flir die beiden Lipschitzkonstanten
und « , von denen die lokale Konvergenz und die Grdge des durch
die Bedingung

1T (x) TFlx )1 G+ Kk < 1 (3.1.48)

beschriebenen lokalen Konvergenzbereichs abhingen.

Deren Bedeutung und die Vorzlige der in dieser Arbeit gewdhlten
Formulierungen dex Lipschitzbedingungen sollen im folgenden
diskutiert werden. Da nach den oben gemachten Voraussetzungen
J(x) und J+(x) lokal lipschitzstetig sind und deshalb
HJ(x°)+F(xo)ll prinzipiell durch Wahl eines Startwertes X
in einer hinreichend kleinen Umgebung einer L¥sung belieblg
klein gewdhlt wexrden kann, ist insbesondere die Konvergenzbe-
dingung ¥ <1 zu diskutieren.

o]
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Krilmmung w

Der Einfluf der Lipschitzkonstanten o auf die Gr&Be des Kon-
vergenzbereichs 148t sich am einfachsten am Beispiel nichtline-

arer Gleichungen (&.h. m=n,+n, ) zeigen, da hierflir «k(x) €0
ist.

Im Unterschied zu einigen anderen in der Literatur zu findenden
Konvergenzbedingungen hat diese (affin invariante) Konstante
den Vorzug, eine sehr niedrige ("optimale") Schranke zu lie-

fern, die asymptotisch tatslchlich angenommen wird. Man beachte
hierzu das

Beispiel (3.1.49) von Deuflhard, Heindl [39) fUr ein nicht-
lineares Gleichungssystem:

X~y
F(x,y) = = 0 auf D = [-1,3]x(~1,3) ,
(x-8)y

mit den LSsungen (0,0) €D und (8,8) . Flir die in dieser
Arbeit gewdhlte Konstante ([17]) ergibt sich ein Wert von nur

© 5 0.1768 (3.1.50)

gegenltber der "klassischen" Newton~Mysovsklj~Schranke

w <6,

NM (3.1.51)

die wegen der getrennten Abschétzung einer Lipschitzbedingung
an die Ableitung und der Norm der Inversen auBerdem nicht affin

invariant ist, und selbst gegeniber der (ebenfalls affin in-
varianten!) Schranke von Deuflhard, Heindl ([39]

Gpy S 1 (3.1.52)

ergibt sich noch eine Reduktion um mehr als einen Faktor S
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Die hier verwendete Konstante hat dazu den Vorteil, das sie
sich wihrend der Iterationen gut schdtzen 1H8t.

w kann als MaB fiir die Nichtlinearitst des Modells aufgefaBt
werden, die Inverse m"1 charakterisiert dann gerade den GUl~-
tigkeitsbereich der Linearisierung (siehe auch 3.2).

Man beachte, daf die Verwendung einer m8glichst schwachen
Konvergenzbedingung keinesfalls nur analytische Grilnde hat.
Vielmehr ist die genaue Kennzeichnung des lokalen Konvergenz-
baereichs duBerst wichtig fir ainen effizienten Einsatz nume-
rischer Zusatzstrategien wie die im Kapitel 3.2 konstruierten
Globalisierungsverfahren.

Inkompatibilititskonstante

Die zweite Lipschitzkonstante x ist charakteristisch flr
lz-Ausgleichsprobleme. Die Bedingung k<1 kennzeichnet die
Tdentifizierbarkeit eines nichtlinearen Modells aus meBfehlexr-
behafteten Daten.

Zunichst folgt aus St¥rungssatz I (3.1.27) - angewandt auf
Fyx;€) =F, (x) = (F(X) +€) - fr hinreichend kleine Mebfehler
€ die Existenz efines strikten lokalen Minimums x(e€) in
einer Umgebung des wahren Parameterwertes X . Wegen
IIR(x(E))Il2 < "El12 und der stetigen Differenzierbarkeit
von J+(x) , R(x) in dieser Umgebung gilt damit auch, daf die
Lipschitzbedingung ¥ <1 4in einer Umgebung von *(g) erfiill~
bar ist flir genligend kleine MeSfehler ¢ des Parameteridenti-
fizierungsproblems.

Die Voraussetzungen des lokalen Konvergenzsatzes héngen des-
halb {iber k auch von der Glite der MeBdaten ab.

Obwohl die Konvergenzbedingung k<1 auch schon in der Lite-
ratur Uber unbeschrinkte nichtlineare Ausgleichsprobleme anf-
tritt - wenn auch in anderer Form - erscheint ihre Bedeutung



















































































































































































































































































































